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FILTRES D’AIGUILLAGE 


par J. OSWALI), 

Chef de LaboraLoire 

à la Compagnie Industrielle des Téléphones 


RÉSUMÉ 

Après auoir rappelé l’essentiel de la théorie des filtres d’aiguillage d’impédance constante (aiguillages 
stricts), établie par Cauer et Pilotg, l’auteur complète cette théorie sur certains points, en particulier par 
la considération de la matrice de répartition des aiguillages stricts et par un développement, plus complet 
que celui de Cauer, concernant la synthèse des aiguillages à partir des fonctions-images (solution de Brandi). 
Il est montré dans l’exposé que /’utilisation des fonctions d’affaiblissement sur images, au lieu de fonctions 
d’affaiblissement effectif (préférées par Cauer), permet une spécification aisée des aiguillages ainsi que 
certaines généralisations particulièrement utiles au technicien : la théorie est appliquée à quelques exemples 
simples d’aiguillages passe-haut, passe-bas, passe-bande et coupe-bande, ainsi qu’à la mise en parallèle 
(ou en série) des filtres de bande, ce dernier problème, dont aucune solution complète n’a encore été donnée, 
étant une généralisation de celui des aiguillages classiques passe-bas et passe-haut. Le dernier chapitre 
de l’expose est consacré aux aiguillages octopôles, constitués de deux filtres passe-bas et de deux filtres 
passe-haut et ne comportant pas de transformateur différentiel. La théorie de cet octopôle, qui constitue 
une généralisation de celle, de l’hexapnle, semble nouvelle. 
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I. — INTRODUCTION: GÉNÉRALITÉS SUR LE PROBLÈME DES FILTRES D’AIGUILLAGE. 

Le problème de l’association de deux ou plusieurs réseaux réactifs se présente très fréquem¬ 
ment dans la technique des télécommunications. La séparation des différentes bandes de fréquences 
utilisées pour transmettre les voies ou groupes de voies téléphoniques est réalisée, dans les stations 
terminales ou intermédiaires d’amplification, par des filtres disposés soit en série, soit en parallèle. 

Il est bien connu que ce groupement ne peut être effectué sans des précautions particulières, les diffé¬ 
rents filtres pouvant se perturber mutuellement s’ils sont spécifiés indépendamment les uns des autres. 
Le rôle des filtres d’aiguillage est d’assurer une séparation correcte des différentes bandes de fréquence 
transmises tout en conservant, dans les bandes utiles, une impédance régulière et approximativement 
constante aux différentes bornes d’accès. 

Une solution fréquemment utilisée consiste à opérer le groupement des filtres individuels en 
masquant les défauts d’adaptation au moyen d’un réseau auxiliaire non réactif. On peut dans certains 
cas utiliser un pont de résistances convenables, ou encore un transformateur différentiel (plus générale¬ 
ment un ensemble de différentiels, ou coupleur). Cette solution a le mérite de la simplicité. Elle a l’incon¬ 
vénient de nécessiter un affaiblissement additionnel constant, qui est au moins égal à 0,35 N dans le 
cas le plus favorable. Très souvent un affaiblissement aussi important ne peut être toléré. 

Une autre solution consiste à spécifier les filtres indépendamment les uns des autres, puis à 
modifier les éléments les plus voisins de la terminaison commune, pour diminuer la perturbation que 
chacun des filtres apporte à l’autre (ou aux autres). C’est la méthode bien connue de Zobel [1] qui a 
été perfectionnée par Bode [2] ; le principe de ces méthodes est le suivant. 

L’impédance (ou admittance) effective w el = r, + jx 1 de l’un des filtres F, comporte, dans la 
bande passante de ce filtre, un terme réel r ; prépondérant ; dans la même bande de fréquences, l’autre 
filtre F 2 est d’impédance (admittance) effective pratiquement imaginaire /x 2 et, dans certaines conditions, 
la somme i, + x 2 est petite car i, et x 2 sont de signes opposés. En modifiant les éléments terminaux 
des deux filtres, avec adjonction éventuelle d’un dipôle réactif en série ou en shunt, on parvient à 
rendre très petite la partie imaginaire de l’impédance (admittance) effective mesurée aux bornes 
communes. L’avantage de cette méthode est de n’exiger qu’une modification mineure des éléments 
constitutifs des deux filtres F,, F 2 , qui peuvent être spécifiés indépendamment l’un de l’autre. Par 
contre, la méthode de correction n’est pas rigoureuse et son efficacité peut être assez médiocre au voisi¬ 
nage des fréquences de coupure. Ceci n’est guère surprenant, car la théorie de Bode repose sur l’étude 
des impédances-images, qui sont soit purement réelles, soit purement imaginaires, alors que les impé¬ 
dances effectives, qui ont seules un sens physique, ont toujours une partie réelle et une partie imaginaire. 

La possibilité d’une compensation partielle des termes imaginaires de l’impédance des deux 
filtres étant établie, il est permis de se demander si une compensation totale n’est pas possible et, en 
d’autres termes, si un aiguillage, possédant à ses bornes communes une impédance effective constante 
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et réelle à toute fréquence, est physiquement réalisable ou non. La réponse est affirmative et 
des méthodes diverses permettent de construire des aiguillages d’impédance constante. Un procédé, 
utilisant deux filtres réciproques (schémas se correspondant par dualité) et un ou plusieurs transfor¬ 
mateurs différentiels, a été proposé par divers techniciens [3], La théorie de ces aiguillages (octopôles 
et hexapôles différentiels) a été établie en particulier par W. Cauer [4]. De tels schémas n’introduisent 
pas d’affaiblissement additionnel, mais nécessitent un transformateur différentiel et un assez grand 
nombre d’éléments. En particulier, ils comportent généralement autant d’inductances que de capacités. 
Nous les laisserons de côté dans cette étude, quoiqu’ils présentent l’intérêt, sur le plan pratique, d’être 
d’une spécification simple et, sur le plan théorique, de constituer une généralisation des treillis symé¬ 
triques ordinaires. 

Des aiguillages d’impédance constante peuvent être également construits, par mise en série 
ou en parallèle de réseaux en échelle sans transformateur. Le premier exemple de tels aiguillages a été 
donné par W. Brandt [5]. Brandt utilise systématiquement les fonctions classiques d’affaiblissement 
sur images, de sorte que la théorie apparaît comme une généralisation de celle des filtres en échelle 
ordinaires. Les aiguillages ainsi constitués ne sont pas nécessairement les plus économiques, car ils 
reposent sur un choix particulier des fonctions caractéristiques de l’affaiblissement et de l'impédance. 

En 1937, Norton [6] a montré qu’il était possible de construire des aiguillages d’impédance 
constante, sans faire usage des fonctions-images classiques. Le travail de Norton a suscité un gros 
intérêt, car il a préparé le chemin qui devait conduire à la spécification des filLres improprement appelés 
de synthèse, filtres construits à partir des grandeurs effectives (affaiblissement composite, impédance 
effective). A la suite des travaux de Norton, la théorie complète des aiguillages d’impédance constante 
a été établie, entre 1937 et 1910, par Cauer ([7], [9]) et H. Piloty ([8], [10]). Les principaux résultats 
sont rassemblés dans l’ouvrage classique de Cauer [4], Nous rappellerons, dans les deux chapitres 
suivants, l’essentiel de cette théorie, en la complétant sur certains points (matrice de répartition des 
aiguillages stricts). Mais alors que Cauer donne la préférence aux aiguillages d’impédance constante 
de synthèse , dont l’affaiblissement composite réalise la meilleure approximation au sens de Tchebycheff, 
nous insisterons davantage sur la solution de Brandt (synthèse à partir des fonctions-images). En effet, 
si la solution de Brandi n’est pas en général la plus économique, elle présente plusieurs avantages : elle 
conduit à une spécification plus simple, la matrice d’impédance étant immédiatement connue, et 
surtout elle est susceptible d’une généralisation extrêmement intéressante (aiguillages à coupures 
distinctes, d’impédance approximativement constante). Cette généralisation a été signalée incidem¬ 
ment par Cauer dans son ouvrage, mais nous lui donnons ici, au chapitre IV, un développement bien 
plus complet comportant quelques résultats nouveaux. 

Le chapitre V est consacré aux aiguillages passe-bande, coupe-bande, qui dérivent des aiguillages 
passe-bas, passe-haut, par une transformation de réactances classique, dont nous donnons une géné¬ 
ralisation, valable si les fréquences de coupure sont différentes. 

Le chapitre VI donne un bref aperçu du problème de la mise en parallèle des filtres de bande, 
problème qui n’a guère reçu de solution véritablement satisfaisante jusqu’à ce jour ; la nouvelle méthode 
proposée est, d’ailleurs, d’une application difficile dès que la classe des filtres est élevée. 11 est néanmoins 
intéressant de rapprocher ce problème de celui des aiguillages classiques passe-haut, passe-bas, car il 
en constitue une généralisation. 

Enfin le chapitre VII est consacré aux aiguillages octopôles d’impédance constante. Ces dispo¬ 
sitifs (appelés par V. Belcvitch réseaux biconjugucs) ne semblent pas avoir fait, jusqu’à ce jour, l’objet 
d’une étude systématique. Les seuls exemples cités par Cauer dans son ouvrage concernent les octo¬ 
pôles formés de deux filtres inverses et de deux transformateurs différentiels(cf. ch. IX. §§ 1 à3), schémas 
qui constituent une généralisation des réseaux symétriques en treillis et qui ont été introduits par 
Laurent [3], Nous étudions ici, au contraire, les octopôles constitués par la mise en parallèle ou en série 
de deux filtres passe-bas et de deux filtres passe-haut et dont l’affaiblissement n’est pas assuré, comme 
dans le cas précédent, par l’équilibrage d’un montage différentiel. L’intérêt technique de ces montages 
est évident ; par ailleurs, la théorie montre que l’utilisation des fonctions-images classiques pour la 
spécification de ces aiguillages octopôles est particulièrement recommandable. Là encore, on obtient 
une généralisation des résultats obtenus dans le cas de l’hexapôle, avec certaines restrictions qui seront 
mises en évidence dans la suite de l’exposé. 


II. _ FONCTIONS ET POLYNOMES CARACTÉRISTIQUES DES QUADRIPOLES DE 

RÉACTANCES. 

La théorie des filtres d’aiguillage est intimement liée à celle de la construction des filtres à 
partir des grandeurs effectives : affaiblissement effectif (ou composite), affaiblissement de réflexion 
effectif. Ce chapitre a pour but de rappeler l’essentiel de cette théorie. 

2.1. Relation entre les matrices Z, Y et les fonctions-images. 

Nous avons déjà rappelé, dans un autre article [11], les relations unissant les grandeurs carac¬ 
téristiques d’un quadripôle aux fonctions-images (affaiblissement sur images, impédances-images). 
Ces relations seront encore utilisées dans la suite, c’est pourquoi nous les reproduisons à nouveau ici, 
sans démonstration. Nous suivrons, pour le reste, avec des notations à peu près identiques, la démons¬ 
tration donnée par Cauer dans son ouvrage [4[. 
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Soit 0, l’exposant de transfert sur images d’un quadripôle réactif, «),, ;/) 2 ses impcdances-images 

normées, c’est-à-dire rapportées à une résistance de référence R. En posant q = coth 0, w = \/w 1 w 2 , 
les matrices d’impédance et d’admittance normées peuvent s’écrire : 


Zu Z\2 

il 

w, q w \Jq 2 — 1 

il 

> 

y,, y 12 qjWi —\^q 2 —l/w 

■ c )2 Z 22 

! 

w \ q‘ l 1 iik q 

1 

y 12 y 22 \/q 2 1 /w q/w 2 



Fig. 1. Quadripôle inséré entre résistances ohmiques. 


Supposons le quadripôle inséré entre une source 
de force électroinotrice E, d’impédance interne R, et 
une résistance d’utilisation R ( fig . 1). On peut supposer 
les résistances terminales égales, en incorporant éven¬ 
tuellement un transformateur dans le quadripôle. Les 
grandeurs effectives qui sont couramment utilisées sont : 

— les impédances effectives d’entrée et de sortie, 
qu’on écrira sous forme normée, 


( 1 . 2 ) 


(1.3) 


_ w « _ „ z 2 12 _w î + qw l 

uj g 1 ij — z \i z -;- — -;- 

H 1 -)- Z 2 2 1 

... _ W„ _ z 2 12 _w ï + qw i 

R 1 + z„ 1 + qiVi 

— le rapport de transfert des courants, 

M = L ' rm = Ii/(- !«) = (yU + yul/22 — yli)/(— </i 2 ) = (1 + qWt),w \ q- — 1 = (1 + z 22 )/z 12 ; 


— le rapport de transfert des tensions, 


(1.4) N = e 1 n — IJj/U,) == (z„ + zii z 22 — z\ t )/z lt = ( w 2 + q wj/m \ q- — 1 = (1 + ;/ 22 )/(— y 12 ). 


— l’exposant effectif de transfert P (dont la partie réelle est l’affaiblissement effectif ou 
composite) : 

(1.5) S = e 1 ' -= M + N ^ (1 + z») ( 1 + z 22 ) — z\j _ w 2 + 1 + g (w, + w t ) 

2 2 z, 2 „ . /~, T 

12 2 w \ q z — 1 

•— l’exposant effectif de réflexion P r (cologarithme du coefficient de réflexion effectif). 


( 1 . 6 ) 


Pr = U)vi + 1 _ Z, , -f Z 22 -f W - + 1 _ W- +1+7 (iVi + W 2 ) 
Wa - 1 Zu -Z 22 + W 2 - 1 W- - 1 + q (101 - Wt) ' 


On en déduit la fonction (f, qui joue un rôle important dans la théorie : 

o = S/T = [m 2 — 1 + q (Wi — m 2 )]/ 2 w vV 2 — 1 . 

Cette fonction o est appelée parfois fonction d’écho. 

NoLons que les impédances effectives sont directement liées aux rapports M et N. En effet, en 
rapprochant les formules ( 1 .2), ( 1.3), ( 1 .4), on voit immédiatement que : 

(1 .7) w ct = N/M. 

On aurait une formule analogue pour w e2 , en inversant les paires de bornes. 

Par définition même des rapports M et N la partie réelle du produit MN est égale à 1 pour un 
quadripôle de réactances. En effet, les barres désignant les quantités conjuguées, on a : 

11, I 2 'ffi U 2 1 2 = — R 1 2 1 1 . 


Le quadripôle n’étant pas dissipatif, la puissance réelle est intégralement transmise, ce qui 
s’écrit : 


[U, L + U, L]/2 [NM + NM] U 2 I s /2 - U 2 1 2 , d’où : [NM + NM]/2 = 91e (NM) = 1 . 

On en déduit, si A désigne l’affaiblissement composite, (partie réelle de 1') et A r l’affaiblisse¬ 
ment de réflexion (partie réelle de r r ), la relation classique : 


(1 .8) e 2A 4- e 2Ar = 1 (Ipl 2 + 


1) 


p : coefficient de réflexion effectif, 

- : coefficient de transmission effectif. 


et d’après (1.7) : 

(1 .9) 9te (w,.,) — l/l M I 2 = I I 2 | 2 /i Ii I 2 : 


tfl«(l/œ.O = 1/1 N | 2 = IU.I'/IUjI* . 
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2.2. Polynômes caractéristiques des rapports de transfert effectifs. 

D’après la relation (1.3), le rapport de transfert des courants M est une fonction rationnelle 
de la fréquence, ou plus généralement de la variable p = n -f- j <■>. On peut donc l’écrire sous la forme 
d’un quotient de deux polynômes : 

0-10) M = (1 + z 22 )/z 12 = g m ( p)/f m (p) . 

Or, z 22 étant une réactance, 1 + z 22 ne peut s’annuler dans le demi-plan de droite (die (p) > 0) ni sur 
la frontière (p = /'<•>). D’autre part, M ne peut s’annuler pour les pôles de z J2 , car ceux-ci sont nécessaire¬ 
ment pôles de z,, et de z 22 . Cette propriété est une conséquence immédiate du théorème fondamental 
de Cauer sur les quadripôles de réactances (cf. annexe I). Par conséquent, g m (p) ne peut s’annuler 
dans le demi-plan de droite, ni sur la frontière ; c’est donc un polynôme de Hurwitz. Comme consé¬ 
quence du même théorème, f m (p) est un polynôme pair ou impair de la variable p, réel pour p réel. 

Le polynôme de Hurwitz g m (p) peut s’écrire, en séparant la partie paire G m et la partie 
impaire U m : 


0 - 11 ) gm (p) = G m (p) + U m (p). 

On en déduit immédiatement l’expression de z 12 et de z 22 : 


( 1 . 12 ) 


i Z | 2 — fm /l in , z 22 — G m /U m si f m pair 

I z 12 = fj G m , z 22 = U m /G m si fm est impair 

La réactance z 22 est, comme il se doit, le quotient de la partie paire par la partie impaire d’un 
polynôme de Hurwitz (ou inversement). M, rapport de transfert des courants, ne dépend évidemment 
pas de la réactance z n (impédance d’entrée en circuit ouvert), lous les quadripôles réactifs qui ont le 
même raDDOrt de transfert des courants M ne diffèrent donc que par la valeur de leur réactance z.., 
ce qui est physiquement évident (la mise en série d’une réactance arbitraire ne modifiant pas 
le rapport M). 

L’expression (1 .2) de l’impédance effective w ei montre de plus que, si M est donné, il existe 
une valeur privilégiée de z,„ que nous désignerons par (z, i) m i„, pour laquelle w el reste finie pour toute 
valeur de /<■>. y compris O et «>. L’expression de (z,,) m i n s’obtient immédiatement à partir de la décom¬ 
position de la matrice d’impédances : (z„) m i„ possède les pôles communs à z 12 et z 22 , les résidus satis¬ 
faisant à la condition de couplage parfait (cf. Annexe 1). On obtient ainsi le «quadripôle minimum» 
ayant un rapport de transfert M donné. Les quadripôles les plus généraux ayant le même rapport M 
s’obtiennent en plaçant, en série avec le quadripôle minimum, une réactance arbitraire. Ces résultats 
montrent clairement comment on peut réaliser un quadripôle de rapport de transfert de courants 

M = £-JP) donné. 

fm (P) 

Si nous examinons maintenant le rapport N = IJ,/U 2 toutes les considérations précédentes 
s’appliquent en parlant d’admittance au lieu d’impédance. On écrira : 

^ ' 13 ) N = (1 + y 22 )/(—y 12 ) = g n ( p)/f n (p) 

°ù 9n = G n + U n est un polynôme de Hurwitz et f n un polynôme pair ou impair. Les formules (1.12) 
restent valables en remplaçant z par y et m par n. Il existe un quadripôle minimum de rapport N donné, 
d’admittance effective 


le,. ( y n),,,;,, .712/(1 -(- y > 

et tous les quadripôles réactifs de même N s’obtiennent par mise en parallèle, à l’entrée du quadripôle 
minimum, d’une réactance arbitraire. Nous verrons plus loin par quels procédés on peut effectuer la 
synthèse de ces réseaux. 

Considérons maintenant le cas le plus important : celui de l’exposant effectif de transfert 
r = log S = A + /B. Le rapport S = et = (M + N)/2 est une fraction rationnelle de la variable 
p = n + j b>. Nous pourrons poser : 

(1.14) S = g/f = (M + N)/2, 

f étant un polynôme pair ou impair, produit des polynômes f m et f n introduits précédemment, et g un 
polynôme de Hurwitz. En effet, on peut écrire : 

S = (M + N)/2 = M (1 + w e i)/2 

M ne possède pas de zéro dans le demi-plan de droite, ni sur la frontière, d’après le paragraphe précédent. 
D’autre part, l’impédance effective d’entrée est une fonction positive réelle, dont la partie réelle ne 
peut prendre de valeur négative dans le demi-plan de droite, frontière comprise, g est donc bien un 
polynôme de Hurwitz. On pourra de même écrire : 


(1.15) 


ie c -(-l __ M + N _ g 
w 0 — 1 N — M h 


g étant le même polynôme de Hurwitz que précédemment, et h un polynôme quelconque. Le quadri¬ 
pôle réactif est entièrement caractérisé par les trois polynômes f, h, g — G + U. 
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Ces polynômes ne sont d’ailleurs pas indépendants. En effet, de (1 .11) et (l.lo), on tire les 
relations : 

(1.16) M = (g — h)/f, N = (g + h)/f. 

La relation de conservation de l’énergie Ôte (NM) = 1 s’écrit en tenant compte des équations 

(1.16) : i) 

(1.17) g (P ) g (—P) =f (P ) f (—P) + h ( p ) h (— p) = ± f‘ ( p ) + h (p) h (— p), 

le signe + étant valable pour f pair, le signe — pour f impair. On déduit facilement de (1 .16) et de 
(1.17) les relations fondamentales exprimant l’exposant effectif de transfert et l’exposant de réflexion 
en fonction de f, g, h : 

/ s = g/f, T = g/h, 9 = S/T = h/f, w e i = (g + h)/(g — h) = (S + ?)/(S — 9 ) ; 

(l .18) ) s s ( P) = 9 (p) g (— P)// - (P) /■ (— p) = 1 + ? (p) ? (— p) ; 

) t (p) t ( p) = g (p) g (— p)/* (p) a (—p) = i + l? (p) ? (— p)l -1 ; 

' 2 A = log [1 + [ <p | 2 ] , 2 A r = log [1 + 1/| a ! 2 ] . 

Ces formules servent de base à la spécification des filtres d’affaiblissement effectif donné. 
En effet, la donnée de A, donc de 9 = h/f, entraîne la connaissance de g (formule 1 .17) donc de w el . 
On est ramené au problème de la synthèse d’un quadripôle d’impédance effective donnée, problème 
classique qui peut se résoudre par diverses méthodes, dont la plus connue est celle d’O. Brune. Il va 
sans dire que la mise en œuvre de cette synthèse entraîne, dans les cas compliqués, de sérieuses diffi¬ 
cultés d’ordre pratique. 


2.3. Matrices des quadripôles symétriques et antimétriques. 

Considérons tout d’abord la matrice de chaîne (normée) (cl, CB. c\ 09) d’un quadripôle réactif 
quelconque. Cl, (0 sont des fractions rationnelles paires, et <2 des fractions rationnelles impaires de 
p = /' U, liées à la matrice (Z) par les relations : 

(1 • 19) z lt =él/<2, z 12 = 1/(2, z 22 = (0/(5 ; dét Z = ffi/(? = w 2 . 


Les rapports de transfert effectifs S et T s’expriment facilement en fonction de la matrice de 
chaîne : 


( 1 . 20 ) 

et 

( 1 . 21 ) 

( 1 . 22 ) 


S = I [fl + a + <?. + CO] = g/f ; T = W ■ + | 

—' Wa 1 


cl + ai + e’ + co _ 
cl ^ ® - (E + «ÿ) ~ 91 ’ 


d’où : 


9 = s/t = [ex + & — (e + 09)]/2 = h/f. 


De ces relations on déduit que Cl, Üi sont respectivement la partie paire et la partie impaire 
de la fraction rationnelle N=S + <f =(<7 + h)/f et que <2 et 09 sont la partie impaire et la partie 
paire deM = S — 9 = (g — h)jf. De (1.19) on tire également : 


(1.23) 


Partie p. [S -|- 9 ] _ _ 1 _ Partie p. [S — 9 ] 

Partie imp. [S— 9 ] ’ Zl2 Partie imp. [S — 9 ] ’ Zaa Partie imp. [S — 9 ] 


Ces relations se simplifient notablement dans deux cas particuliers que nous utiliserons par la 

suite : 


1 er cas : filtres symétriques. — Ces filtres sont caractérisés par Cl = 09, z n = z 22 . D’après(1.22), 
9 = [SS — (2]/2 est une fonction impaire : 9 (— p) = — 9 (p). Donc, si f est pair, h est impair et 
réciproquement. 

En posant g (p) = G (p) + U (p) avec G pair et U impair, les relations (1.23) fournissent 
immédiatement l’expression des matrices Z et Y. Il vient : 

(1 - 24) Z = \T^h ïf cl ’ Y = Z - 1 = ïr i- s |_^ “(I Si f pair (h impair) 

(1.26) Z =([r ±_||y ^||, Y = Z_ 1 = 5 q rR |_y “u J si/ - impair (h pair) 

et la relation (1.17) devient : 

(1 -26) G 2 — U 2 = ± (f 2 — h 2 ) (+ pour f pair, — pour f impair). 


1) Pour p = j o), c’est-à-dirc sur l’axe imaginaire, on a évidemment : 

U (P) « 0 (— /«*>) = f7 (— P). 

Les formules (1.17) et (1.18) sont valables pour p = jo>. 
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2 e cas : filtres antimétriques. — Ces filtres ont une impédance caractéristique constante • w = 1 
donc Ô3 = cf.. 

• ^. ar cons É , l ue . n ^’ — [G C.V]/2 est une fonction paire : <? (— p) = cp (p). f et h sont de même 
parité, donc pairs si on les suppose sans facteur commun. A partir de (1 .23) on trouve : 


(1.27) 




G + h 

f 


f 

G h 


Y = Z 


1 

U 


-h -f 
f G + h 


et (1.17) devient : 
(1.28) 


G- — U* = f* + /P . 


2.4. Synthèse des quadripôles réactifs à partir des matrices (Z) et (Y). 

Il est aisé de réaliser la synthèse d’un filtre dont la matrice Z (ou Y) est connue. Un procédé 
absolument général dû à Cauer, dont l’intérêt théorique est considérable, mais dont l’intérêt pratique 
est restreint parce qu’il introduit des transformateurs parfaits, est basé sur la décomposition en éléments 
simples des matrices. L’annexe I donne quelques indications sur ce procédé, qui, dans le cas des filtres 
symétriques, se confond d’ailleurs avec la synthèse sous forme de treillis symétrique canonique (mon¬ 
tages différentiels). Le développement en échelle dont l’intérêt pratique est évident, peut être réalisé 
de différentes façons. On peut partir de l’impédance effective w B = z„ — z 2 12 /(l + z 22 ) et utiliser la 
méthode de Brune, ou diverses variantes dues à R. Leroy et J. Ville. 

Un procédé plus simple consiste à développer en échelle l’une des impédances en circuit ouvert 
z ii, z 22 , ou encore les deux simultanément, les deux développements devant se confondre pour l’élément 
médian. La synthèse est grandement facilitée lorsqu’on connaît les zéros du polynôme f (pôles d’affai¬ 
blissement effectif), ce qui sera toujours le cas dans la suite. P-nfin, on peut décomposer en produits 
réalisables la matrice de chaîne (méthode de Piloty). 

Nous donnerons dans les chapitres suivants plusieurs exemples de synthèse, avec quelques 
indications pratiques sur la manière d’effectuer le développement. 


III. AIGUILLAGES D’IMPÉDANCE CONSTANTE. 

3.1. Origine et définition. 

La mise en série, ou en parallèle, de deux ou plusieurs quadripôles réactifs ne peut s’effectuer 
sans précautions particulières, puisque les propriétés d’un quadripôle dépendent essentiellement de 
ses impédances de fermeture. Nous considérons pour commencer le cas simple de l’association d’un 
filtre passe-bas et d’un filtre passe-haut. Si ces deux filtres sont spécifiés indépendamment l’un de 
l’autre, il n’y a aucune raison pour que leur mise en parallèle (ou en série) s’effectue sans perturbation. 
On est donc naturellement conduit à spécifier, non plus deux quadripôles séparés, mais un hexapôle 
qui forme un tout et satisfasse d’emblée aux conditions de filtrage imposées à chacun des deux filtres 
(fig. 2). Supposons qu’un tel hexapôle soit réalisé. Dans la bande passante du filtre passe-bas Q u l’impé- 


1 


;u 0 




-°i 


T, 


-° 2 ' 


♦ 


U, 


Fig. 2. — Mise en série, en parallèle des paires de bornes d’entrée de deux quadripôles pour former un hexapôle. 


dance effective de ce filtre est pratiquement réelle et voisine de l’impédance de fermeture R. Par contre, 
l’impédance effective du filtre passe-haut Q 2 est très voisine d’une réactance, qui doit rester faible dans 
le cas d’une mise en série, élevée dans le cas d’une mise en parallèle. Les rôles des filtres Qi, Q 2 sont 
inversés dans la bande passante du filtre Q 2 . 

Dans presque toute l’échelle des fréquences — une zone faible pouvant être réservée entre les 
frontières des deux filtres — l’impédance effective d’entrée reste donc voisine d’une constante R. 
On peut se demander si par extension il est possible d’obtenir, à toute fréquence, une impédance 
effective aux bornes communes, réelle, constante et égale à R. La réponse est affirmative, comme on 
le verra plus loin. Lin aiguillage de ce type sera appelé, par abréviation, aiguillage d’impédance constante 
ou encore aiguillage strict. En réalité, seule l’impédance effective, mesurée des bornes communes 00 ( 
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est constante — à l’encontre de certains schémas en pont d’impédance constante à toutes les paires 
de bornes (cf IV V) Nous étudierons donc pour commencer les aiguillages d impédance constante 
puis °lesgénéralisations qui se présenteront tout naturellement et dont on verra plus loin 1 interet 
pratique. 

3 2 Mise en série ou en parallèle de deux quadripôles. 

Considérons deux quadripôles réactifs (Q,), (Q,), définis par leurs matrices d’admittance (Y, Y ) 
ou leurs matrices d’impédance (Z t , Z 2 ). Dans une mise en parallèle, la matrice d admittance de 1 hexa 
pôle (00' 11', 22') a pour expression Y = Y, + Y 2 ; dans une mise en série la matrice djmnedance 
de l’hexàpole est Z = Z, + Z 2 . Ceci résulte clairement des relations I » — 1. + 1., I • — • — y- 
Désignons 3 par X une matrice qui sera soit d’admittance, soit d’impédance, suivant le problème pose : 
les deux cas peuvent être traités simultanément, car les expressions analytiques sont les memes. On 

peut écrire : 


( 2 . 1 ) 



*00 

*01 

0 




*; 

0 

*02 

X, = 

*01 

*11 

0 


X 2 

= 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

1 



*02 

0 

*22 





*00 

*01 

*02 




X 

= X, 

+ X 2 

= 

*01 

*n 

0 

avec 

*00 

= *00 





*02 

0 

*22 





d’où par addition : 


Par conséquent, tout hexapole constitué par la mise en parallèle (ou en série) de deux quadri¬ 
pôles est tel que x l2 = x 21 r: 0 . 

Inversement, soit un hexapole réactif, physiquement réalisable, dont la matrice Y (ou Z) est de 
la forme (2.1). r„, i u , x 22 sont des réactances, x 01 , x 02 , des «réactances de transfert ». On démontre 
aisément qu’un tel hexapole peut être réalisé au moyen de deux quadripôles disposés en parallèle (ou 
en série) à l’une des paires de bornes (cf. annexe I). 

Donc : la condition necessaire et suffisante pour qu’un hexapôle (physiquement réalisable) soit 
réalisable par mise en parallèle (en sérié) de deux quadripôles est que le terme x 12 (y t2 ou z 12 ) soit identique¬ 
ment nul. 


Définition. —- Nous appellerons quadripôles composants de l’aiguillage les deux filtres disposés 
en parallèle et en série dans l’nexapôle. 

Supposons que l’hexapôle formé de ses deux composants (par exemple placés en parallèle) ait 
une admittance effective constante à la paire de bornes communes 00 '. Si cette admittance. W„ est 
constante, l’admittancc effective de chaque composant, pris isolément, est nécessairement finie dans 
toute l’échelle des fréquences. En effet, un pôle de l’admittance d’un des deux filtres composants ne 
peut s’éliminer dans l’addition des admittances effectives, puisque les résidus des pôles sont nécessaire¬ 
ment positifs (théorème de Cauer, voir annexe I). 

Inversement, donnons-nous un quadripôle réactif Q' d’admittance effective finie à toute 
fréquence W„. Soit R le maximum de la partie réelle de cette admittance : R = Max [f/te (W')]. On 
peut associer à Q' un deuxième quadripôle Q" d’admittance effective W'', finie à toute fréquence, 
telle que dans la mise en parallèle on ait : 


w„ = w„' + w; = R = C»\ 

En effet, R — W e ' esl une fonction positive-réelle, restant finie à toute fréquence et s’annulant 
au moins une fois sur l’axe imaginaire. D’après un théorème classique (O. Rrune), W' = R—W' 
peut être réalisée comme admittance effective d’un quadripôle réactif terminé par une résistance 
ohmique unique. Le problème est donc résolu. En choisissant la résistance R comme unité, on aura, 
d’après la formule (1.9) : 

(2.2) file (W') + (île (W") = fie (\V„) = l/|N'i 2 + 1/|N"| 2 = fU./UJ* + |U 2 /U„| 2 = 1, 

avec N' = rapport de transfert des tensions du composant Q ' et N" = rapport de transfert des tensions 
du composant Q". Or, comme l’admittance W n de l’hcxapôle est constante, l’exposant effectif de 
transfert de l’hexapôle entre les bornes 00', 11' est identique à l’exposant de transfert des tensions N' 
et il en est de même pour r 2 entre les bornes 00 ', 22'. 

(2.3) r, = log N', r 2 = log N". 

On aura par conséquent, en appliquant la dernière des formules (1.18), et en tenant compte 
de ( 2 . 2 ) : 

(2.4) A, = A' = log |N'| - 1 log [1 + H*] ; A 2 = A’ = log |N"| = 1 log [1 + |<p|-a]. 


Inversement, si les affaiblissements de tension A(, et A' de deux composants en parallèle d’un 
hexapôle satisfont aux relations (2.4), <p étant une fraction rationnelle quelconque de p et si les deux 
composants ont une admittance d’entrée finie, l’hexapôle est d’impédance effective constante. 
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En effet, f lie (w,,) - nie (, iv ') + nie (w") — - \ f 


1 


— 1 est une fonction positive réelle 


„ . . . I N' | 2 1 |N'|- 

sans pôle sur 1 axe imaginaire et dont la partie réelle est constante sur la frontière. Donc d’après le 
theoreme de Liouville w est une constante (w. = 1). En conclusion, tout aiguillage d’impédance 
constante (aiguillage strict) est caractérise par une fonction <p (p) dont le module est lie aux affaiblis¬ 
sements de tension (ou de courant) des quadripôles composants par les formules (2.4). Ces affaiblis¬ 
sements de tension sont d ailleurs identiques aux affaiblissements composites ( 00 ' 11 ') et 00 ' 22 ') de 
lhexapôle. v ' ’ 


Le rapport | ? | 2 = |N'/N'|* = e 2(Al Al) = |t 2 / Ti | 2 n’est rien d’autre que le rapport des puis¬ 
sances transmises des bornes 00 ' aux bornes 11 ' et 22 '; aucune puissance n’est réfléchie aux bornes 00 ' 
qui sont parfaitement adaptées quelle que soit la fréquence. 

De façon générale, la formule (1.8) peut se généraliser pour un hexapôle quelconque formé de 
deux quadripôles composants, sous la forme suivante : 


(2.5) 

A r étant l’affaiblissement de réflexion 


e~ 2Al + 


—2A. 


+ e 


— 2A r 


aux bornes 00 '. 


= 1 


Dans le cas d’un aiguillage strict, A r = oo à toute fréquence et le terme e 'disparaît. En se 
reportant aux formules (1.18). on voit immédiatement que P,, r 2 vont jouer, pour l’aiguillage strict 
exactement le même rôle que T, P r pour un quadripôle isolé. 


3.3. Matrices caractéristiques des aiguillages stricts. 

Nous nous bornerons désormais aux cas particulièrement simples où la fraction rationnelle tp, 
caractéristique de l’aiguillage, est une fonction paire ou impaire de la variable p. Ces cas ne sont d’ailleurs 
pas les plus généraux comme on peut le vérifier facilement. Nous poserons, comme au § 2.2 : 

( 2 . 6 ) ? = h/f , 

la fonction cp définissant l’affaiblissement d’un filtre passe-bas par la relation (2.4). f devant donc être 
régulière pour p = 0 , il en résulte que, dans la suite de notre exposé, f sera toujours un polynôme 
pair, h pouvant être un polynôme impair ou pair. En désignant par g (p) un polynôme de Hurwitz, 
on écrira, d’après le S 2.2 et la remarque finale du S 3.2 : 

(2.7) N' = S. - g/f , N" = S 2 = g/h , 

et la relation (2.2) montre que g (p) est lié à f et h par la relation (1.17). 

1 er cas : (f (p) est impair (f pair, h impair). — En posant : g (p) = G + U (G pair, U impair) 
la relation (1.17) devient : 

(2.8) G* U 2 = f- — h* . 

Les relations (1.12) sont immédiatement applicables, en changeant les notations. On aura, 
d’après la première de ces relations, .c„, el .e,, étant substituées à r, 2 , z 22 : 

(2.9) f/V . .Vu G/U, 

et la deuxième donne, en substituant ,r 0 ,, ,r 22 à r, 2 , et en remplaçant f m par II : 

(2.10) ;r 02 = /]/G , .c 22 = U/G 

.t 00 s’obtient en remarquant que l’admittance effective est constante, donc que 


( 2 . 11 ) 

( 2 . 12 ) 


•Cou — 1 ' 


IV, ■■ x„ 


+ 


•y*2 

l 0 _L 

1 + x lt 


r 2 

x 02 


1 + Xu 1 + X 


= 1 + 


1 + x 2 

/•yu 2 


= î, 


7 + 


et que : 

h 1 / G 2 f- + U 3 _ h 1 -f G 2 


GU 


GU 


1 + G/U 1 1 + U/G 

La matrice d’admittance (ou d’impédance) X est donc entièrement définie. On en déduit sans 
ifficulté la matrice inverse X - 1 (matrice d’impédance des deux quadripôles en parallèle, ou d’admit- 


difficulté 

tance des deux quadripôles en série). 


(2.13) 



+ U-)/GU /VU 

h (i 

et 

X 


f/V GU 

O 

( 2.1 1 ) 



A/G 0 

U G 


2 e cas : o (p) est 

1 paire ( f et II pairs). 

La 

(2.15) 



G- 

.- U’ 


Les relations (1 

. 1 2 ) s’écrivent : 


(2.16) 


a 

;„i=/yU, :c al — G/U, 


(2.17) 


X 

00 _ + 1 + G/U + 

A’/ 

1 + 


N ” 1 


h- . 


Ci U 

G 2 -p 


1 - f> G — ù/U 

- - f/ G 1 fh /GU 

— h/ U fh/GU 1 


U (G + U) 


Enfin : 

) = G 

U ‘ 
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D’où la matrice X et son inverse X ~ 1 : 


Ci 

f 

h 


G 

f 

h 

U 

IJ 

U 


U 

U 

U 

f 

G 

0 

(2.19) X 1 = 

f 

G 2 — h- 

fh 

U 

U 

U 

G U 

GU 

h 

0 

G 


h 

fh 

G 2 — p 

U 

U 


U 

GU 

GU 


3.4. Propriétés des aiguillages stricts. 

3.4.1. Quadripôles mineurs. — Si on supprime une ligne et une colonne de même rang k dans 
une matrice X (ou X -1 ), on obtient la matrice du quadripôle constitué par mise en court-circuit ou 
circuit ouvert de la paire de bornes marquée k — 1 (suivant que X ou X -1 est matrice d’admittance ou 
d’impédance). Par analogie avec la théorie des déterminants, nous appellerons quadripôle mineur de 

l’aiguillage un tel quadripôle dont la matrice sera désignée par X k _i ou X k J.| ( fig. 3 et 4). 



Fig. 3. Quadripôle mineur Y, d’un aiguillage. 


l v ig. 4. —- Quadripôle mineur Y.,- 1 d’un uiguillage. 


1 er cas : (f impair. — On vérifie immédiatement que : 

— les mineurs : X„, X,, X 2 , sont antimétriques ; les mineurs: X„— ! , X,— 1 , X 2 — 1 sont symétriques. 
2 e cas : cp pair. 

— les mineurs : X„, X,, X 2 , sont symétriques; les mineurs : X„—>, X,—', X 2 —sont antimétriques. 


3.4.2. Quadripôles complementaires associés. Définition : deux quadripôles sont dits complé¬ 
mentaires si la fonction d’affaiblissement sur images q - coth 0 de l’un est égale (ou inverse) à l’une 
des impédances images de l’autre et vice versa. Ceci s’écrit : 

< 2 - 20 ) — ['/>] ' 1 , w, (</,] ' ' . 

Les aiguillages stricts peuvent être, de deux façons différentes, considérés comme constitués par 
la mise en parallèle (ou en série) de deux quadripôles complémentaires, avec soustraction, aux bornes 
communes 00' d’une susceptance (ou réactance) déterminée. La nécessité de soustraire une susceptance 
pour obtenir la matrice de l’aiguillage montre du même coup que les quadripôles composants ne sont 
pas complémentaires. 


1 er cas : la fonction cp est impaire. — a) On peut associer à la matrice X deux quadripôles symé¬ 
triques ayant respectivement pour matrices : 


( 2 . 21 ) 


G IV 

fl u 

V " — 

U/G 

h G 

fX 

G/U 


h IV, 

U/G 


( 2 . 22 ) 


Ces deux quadripôles sonL complémentaires. Kn effet, on a manifestement, pour X^ : 

VG*-n 


G 


</> 


y/dét X' v /( ' 2 


f- 


W , = V dét X' — 


l T 


et pour X' : 


(2.23) 

Or G 2 

(2.24) 



X22 l 

v/dét X; \ U 2 — h 1 ’ 

donc w j = q, 1 , w l =- r / 2 


II)., 


x = x; 


X? 


(v 2 n 

GU 


1 

0 


\ U 2 /I 2 
G 

de plus : 

0 I 
0 | 


Donc l’hexapôle s’obtient par mise en parallèle de X' et de X'' et soustraction de la susceptance 
(G 2 — f 2 )/ GU = 1 /(x— 1 )oo. c’est-à-dire de la susceptance vue des bornes 00', lorsque 11' et 22' sont en 
circuit ouvert. 
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•V ° n peut associer à X deux quadripôles antimétriques qui ne sont rien d’autre que les mineurs 

A 2 Ct X | ‘ 


(2.25) 


xi; = X 2 = 


f- + U* 

A 

1 1 

G U 

u 

II 

X 

II 

X 

A/G 

G/U 



f- + U 2 


G U 
h/G 


h_ 

G 

U/G I 


Ces quadripôles sont complémentaires : 

(2.26) et (2.27) q t = yX ' 2 + p/U, Ht, = \/u 2 + f/G ; 


y/u 2 + /•* /G, i», = y/U 2 + A 2 /U . 


Donc /«J = (/ 2 , [«, = < 7 , et l’aiguillage résulte de la mise en parallèle des quadripôles X 2 et X, 
avec soustraction de la susceptance (U 2 + f 2 )/ GU, c’est-à-dire de la susceptance vue des bornes 00', 
lorsque les bornes 11 ', 22 ' sont en court-circuit. 


2 e cas : la fonction <p est paire. — a) On peut associer à X deux quadripôles complémentaires; 
le mineur symétrique X 2 et le quadripôle antimétrique X" : 


(2.28) 

X, - 

On a : 

(2.29) 

pour X 2 : 

(2.30) 

[tour X" : 


G 

U 


l/yu G/U 


X” 


'/i = G i\J G 2 — f 2 
q , = V/Ü 2 TT 2 /U 


| U 2 + /}-' 
U G 

l/i/U 


A 

U 

G/U I 


«>, - y/G 2 — A 2 /u 
w 2 ^ y/'U 2 + /i 2 /u 


Or : G 2 — f 2 = IJ 2 + A 2 , donc «t, - </ 2 , w 2 = q~ l et l’aiguillage résulte de la mise en parallèle 
de X 2 et de X", avec soustraction de la susceptance (U 2 + A 2 )/UG, inverse de la susceptance vue des 
bornes 22 ', les bornes 00 ' et 11 ' étant en circuit ouvert. 


b) On peut associer à X les deux quadripôles complémentaires constitués par le mineur X! 
et le quadripôle X' : 




A 2 + G 2 

A 

1 II G 

h II 


(2.31) 

X' = 

GU 

U 

X 

1. 

C| 

U 




A/G 

G/U 

1 ||A/U 

G/U II ; 

on a 

(2.32) 


71 ?= G/y G 2 

- h 2 , w, y/G 2 

— h 2 / U ; 


(2.3.3) 

q . V G* 

f A 2 /G, 

w. 

y G* f A 2 ,/G; q , 

-1 

w 2 , 

q, =-■ i 


I.'aiguillage résulte de la mise en parallèle, de X' et de X,, avec soustraction de la susceplance 
(U 2 f- f 2 )/ GU, inverse de la susceptance vue des bornes 11' de l’aiguillage, les bornes 00' et 22' étant 
en circuit ouvert. Nous verrons au paragraphe suivant l’intérêt des quadripôles complémentaires 
associés, qui serviront de base à la spécification des aiguillages. 


3.5. Représentation des matrices de l’aiguillage à l’aide des fonctions (q). 

Dans le § 3.3, les matrices X, X -1 de l’hexapôle ont été exprimées en fonction des polynômes f, 
g , h , associés à la fonction <f = h/f (fonction qui définit entièrement l’aiguillage à partir de ses propriétés 
effectives (affaiblissement composite ou, mieux, effectif). 11 est possible de réaliser des aiguillages dont 
l’affaiblissement effectif est une fonction donnée de la fréquence; par exemple si on choisit pour la 
fraction rationnelle <p des paramètres convenables, on peut réaliser la meilleure approximation de 
l’affaiblissement, au sens de '1 chebycheff. C’est la voie suivie par Cauer dans son ouvrage. Toutefois, 
si la synthèse des aiguillages à partir de la fonction <p permet dans certains cas de réaliser une économie 
notable d’éléments, cette méthode présente plusieurs inconvénients. En premier lieu, dans un problème 
pratique, l’affaiblissement imposé n’est pas forcément uniforme en fonction de la fréquence; dans de 
nombreux cas au contraire, l’affaiblissement doit être plus important à certaines fréquences qu’à 
d’autres, de sorte que la méthode de meilleure approximation perd beaucoup de son intérêt. Par ailleurs, 
la synthèse d’aiguillage, à partir de la fonction o, nécessite des calculs assez laborieux (détermination 
des polynômes f, g, h). 

Nous nous contenterons ici de spécifier les aiguillages à partir des fonctions d’affaiblissement 
sur images </,, q 2 des quadripôles associes. En choisissant pour q u q 2 , des fonctions classiques ayant un 
point de branenement commun unique, la théorie apparaît comme une généralisation naturelle de 
la théorie des filtres classiques au sens de Zobel. De tels aiguillages ne sont pas nécessairement les plus 
économiques pour un problème donné, mais ils permettent une détermination immédiate de la matrice 
d’impédances ou d’admittances de l’hexapôle, un choix arbitraire des fréquences d’affaiblissement 
infini, et surtout, comme nous le verrons au chapitre suivant, une généralisation intéressante de la 
notion d’aiguillage strict (aiguillages à deux coupures distinctes). Du point de vue historique, ces 
aiguillages ont été conçus avant les aiguillages de synthèse, en particulier par Brandt [5] et Cauer [7J. 

Examinons maintenant, en introduisant les fonctions (/, et q 3 les quatre cas types du § 3.4. 




48 


« U ,V- T, 12' A., N" 1, 1958. >; 


1 er cas : la fonction <p (p) est impaire. a) Les deux quadripâles complementaires associés sont 
symétriques. 

Désignons par q u q 2 leurs fonctions d’affaiblissement sur images : si nous choisissons pour q ,, 
des fonctions images classiques, c'est-à-dire ayant un point de branchement unique, les fonctions q 2 , q 2 
seront deux fonctions conjuguées de degré pair. D’après (2.13), (2.22) et (2.23) : 

(2.34) G/U =w 1 q 1 = l/w 2 q 2 = q 1 /q 2 ; 

(2.35) S flV = Wl ^ VVi-1/?. ■ 

( h/(j = w 2 \'q\ — 1 - V 7l ~ 1 Mi : 

(2.36) (P + U 2 )/GU = (qi + q\ — \)/q x q , ; 
d’où l’on déduit les matrices (2.37) : 


(2.37) 

7. + ?S — 1 

V 7 7i - 1 

v/?ï - 


7l ?2 

7 2 

?1 

X - 

\ ?r 1 

7. 

0 



7 2 



V' 71 - 1 

0 

7 2 


7i 


7i 


(2 .37) 


X 


— 1 


<h ?2 

— <h\r'<ll— 1 


- </2 V 7t — 1 


7< < I2 

mqî — i) 


Ces formules sont valables pour q i, q 2 complémentaires de degré pair. 


— thVql— i 

V(q\—mql— 1) 


è) Les deux quadripâles complémentaires associés sont antimétriques. Pour des fonctions q ,. r / 2 
complémentaires classiques, 7 , , q 2 seront toutes deux de degré impair. D’après (2.13), (2.26), (2.27) : 


(2.38) 

(2.39) 


fl u = s/q\ - U 

(j/U = 7,/fÜ! = 7 i/? 2 ; d’où l’on déduit 

les matrices (2.40) : 

/i/G = V (/I — 1 . 

(/ 2 + U 2 )/GU = q l q 2 -, 

(2.40) 


X - 1 - __L__ 


7Î + 71“ 7Î71 


7^ 7= 


I 7 2 y 7 ? 1 1 

7Î\ 7* 1 

C'e.v formules sont valables pour 7 , , q 2 de degré impair. 


(2.40) 7 , 7 , 

- \ ?ï — 1 

v/?î - 1 

- 7i\ 7Ï 1 

<h<h 

7i7*\ (7r-U( 7U-1) 


\/7Ï — 1 V 7 ?i — 1 

71/7 2 0 

0 72/71 

— 7ÏV/?S — 1 
7.72 V(7i-l)(7f-l) 
7.7-2 


2 e ras : la fonction 9 (p) es/ paire. a) Le quadripôle Q, r.s7 symétrique ( 7 , de degré pair), le quadri- 
pôle Q 2 antimétrique. (q 2 de degré impair). 

En combinant les formules (2.18), (2.29), (2.30) il vient : 

(2.41) et (2.42) /VU — «> t V 7 ?*— 1 = ?• \-' 7 *—1 ; G/U = m l q t - 7 , 7 ,, /)/U — \/</!— 1 , donc : 


(2.43) 

7 1 7 2 ?2 V' 7Ï — 1 

V 7l— 1 


7 1 7 2 

7 2 V 7 1 1 

\ 7 ! -1 

X = 

7.V7Î—1 7.72 

0 

X -‘ 

— ?2 V 7? — 1 

7i 7 » + — 7 i 

V '(fï— 1 X 71 — 1 ) 


7. ?2 

7> 


\ " 7* — 1 



- V 71 1 

V'(7Î-1) <7Ï — 
7. 

1 ) 72 

7i 


/)) Le quadripôle Q, es/ antimétrique ( 7 , impair), le quadripôle Q., symétrique ( 7 ., pair). 
Ce cas est identique au précédent, il suffit d’échanger 7 , et 7 ... Donc : 


(2.44) 

7.7-2 \ 7i — 4 7A 7? ' 1 


7.7-2 

\ 7Ï 1 

7. \ 7l— 1 

X = 

V 7i 1 7.7-2 P 

, X 1 - : 

N 7f 1 

ILp 

\ ’<7Ï—1> (Vî — 1) 

72 

7 2 


7iV7l— 1 0 7.7-2 


— 7. \ 7? —1 

V (7i—1)(72 — 
7 2 

1) 7Ï7-2 - 1 1 - " 7? 

7*72 
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Les formules donnant les matrices X, X en fonction de q u q 2 sont une généralisation évidente 
des formules (1.1) valables pour un quadripôle. Il est donc possible de rattacher un aiguillage strict 
à deux fonctions d’affaiblissement sur images qui pourront être par exemple des fonctions classiques, 
ayant un seul point de branchement (fréquence de coupure commune aux deux filtres). Nous allons 
examiner maintenant les relations unissant l’affaiblissement effectif aux fonctions q 2 et q 2 . 


3.6. Affaiblissement effectif de l’aiguillage et des mineurs associés. 

Les fonctions q u q 2 qui définissent un aiguillage à l’aide des formules précédentes sont des fonc¬ 
tions d’affaiblissement q = coth 9 des filtres complémentaires associés : 

( qi est la fonction d’affaiblissement d’un passe-bas, q, en 1 pour £2 > 1 ■ 

/ q t est la fonction d’affaiblissement d’un passe-haut, q 2 1 pour £2 < 1 . 

On sait que l’aiguillage peut être considéré comme formé de ces deux filtres, avec soustraction 
d’une susceptance ( réactance ) déterminée aux bornes communes. On peut donc prévoir que q ! caractérisera 
assez bien l’affaiblissement du passe-bas composant et q 2 l’affaiblissement du passe-haut composant. 
Mais il est nécessaire de connaître exactement l’affaiblissement effectif de ces deux filtres composants 
dans l’aiguillage lui-même. Il est très facile de déterminer la fonction 9 = h/f (formule 2.6) à l’aide 
des relations (2.34) à (2.42). (Rappelons que l’affaiblissement effectif du passe-bas dans l’aiguillage 
est la moitié de log [1 + |<p| 2 ], celui du passe-haut la moitié de log [1 + | 9 | —. 

Reprenons successivement les quatre cas types : 

Cas 1 .a. 9 impair, q, q 2 de degré pair. — On aura : 


(2.45) 


/' _ h Ü £ V ql 1 <h _ <h _ = jql — 1 

f <• u ' f <h ' <u \/q\ — 1 V ql — 1 


9 caractérise l’affaiblissement effectif d’un quadripôle symétrique ayant une fonction d’affaiblissement- 
image q ! et une impédance-image w telle que : 

(2.46) w — I /iv = 2 y 'ql — 1 [cf. formule (1.5)] . 

q u q 2 étant des fonctions complémentaires, </ 2 ^ 1 dans la bande passante du passe-bas, donc w ~ 1 . 
Les conditions d’affaiblissement sont donc satisfaites. 

On peut d’ailleurs aussi bien évaluer l cxposant effectif de transfert F, qui est identique à l’expo¬ 
sant de transfert de courant (ou de tension) [§ 3.2J. D’après (1.3) et (2.37) on a : 


(2.47) 


p r, _ 1 + .T,, 

X 10 


g 2 + 7 . 
\ ! q \-1 ’ 


r. 4 + x 22 _ g 1 + q 2 

X2 ° Æ—^ 


L’exposant T! est identique à l’exposant de transfert de tension (ou de courant) d’un filtre 
d’impédance-image q 2 et d’affaiblissement image q,. Ceci n’est pas surprenant puisque l’extraction 
d’une susceptance (réactance) aux bornes communes ne modifie pas l’exposant de transfert de tension 
(courant). Les pôles d’affaiblissement de F, sont : 

les fréquences annulant le dénominateur (r/, — 1 ), 
les fréquences rendant r / 2 infini (pôles de q 2 ). 

Les pôles d’affaiblissement de. F, sont : 

— les fréquences telles que r / 2 1 , 

—- les pôles de q,. 


Cas 1. b. 9 impair, q lt q 2 de degré impair. 


(2.18) 


h 

7 


li 

G 


G 

V 


U 

f 


\ 75-1 


On aura de même 

1 


vV. -1 


tu \'ql -1 V q\ 1 <h 

9 caractérise l’affaiblissement effectif du quadripôle antimétrique d’affaiblissement sur images < 7 , et 

d’impédance image w telle que 1/2 (w — 1 /w) = \/ql — 1 /q 2 (w ~ 1 pour q 2 ^ 1 , bande passante du 
passe-bas). On a par ailleurs : 

1 + q t /q 2 , F« __ 1 + x 22 _ 1 + qjg. 


(2.49) 


Ti _ 1 -j- X n 


\ q\ 


-- » 

- 1 


V q\ — 1 


F, 11 ’est rien d’autre que l’exposant de courant (tension) du filtre antimétrique d’impédance image 
q 2 —£, d’affaiblissement sur images q 2 . Les pôles d’affaiblissement de T, s’obtiennent pour q, = 1 et 
</ 2 = 0, comme ceux de F, pour q 2 — 1 et q, = 0. 


Cas 2.a. 9 pair, q, de degré pair, q 2 de degré impair. — O 11 aura : 


(2.50) 


h _ h U _ \ ql- 1 1 

f Vf ~ '/, xTï 
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<p caractérise l’affaiblissement effectif du filtre symétrique de fonction d’affaiblissement q t et d’impé¬ 
dance w : 1/2 (w — 1/w) = y /q\ — 1 /q 2 , w as. 1. pour q 2 c±s 1. De plus : 

(2.51) e 1 1 = (1 + q, q 2 )/q 2 \/ql — !, e F> = 1 + </■ WV ql — 1 • 

Les pôles d’affaiblissement de r. s’obtiennent pour q l = 1 et pour q 2 = 0, ceux de r 2 pour 
q 2 = 1 et q t = oo. 

Cas 2.6. Le cas 2. 6 est identique, il suffit de permuter les indices 1 et 2. 

Il est facile de vérifier que les mineurs satisfont eux aussi aux conditions de filtrage. Si nous 
prenons par exemple le cas l.a : (<p impair, q ly q 2 de degré pair) le mineur X 2 est un quadripôle 
antimétrique, défini par : 

w = V^ï + ql — 1 /<7i ~ 1, si q 2 ~ 1 et Q — V<7Ï + ql — 1 /q, ~ q, si q 2 as. 1 . 

Dans ce même cas, le mineur X 2 — 1 est le quadripôle symétrique d’impédance-image q 2 et d’af¬ 
faiblissement q t . 

Dans le cas 2.a, le mineur X, est le quadripôle symétrique défini par : 

w =V(9Î— 1 ) ?5 + l~l,si ?1 ~l et Q = <h qWifll — 1 ) <7l + 1 Cü q* si q l as 1 ; 

et le mineur Xr 1 est l’antimétrique d’impédance q u d’affaiblissement q 2 , etc. 


3.7. Affaiblissement de réflexion des aiguillages stricts. 


Il est intéressant de connaître l’adaptation d’un aiguillage strict, aux bornes non communes 
(11', 22'). Le moyen le plus commode d’arriver au résultat est de déterminer la matrice de répartition 
de l’hexapôle. Le calcul est reproduit dans l’annexe IL Le résultat général est extrêmement simple : 
en appelant 1 \ , r 2 les exposants de transfert effectifs des quadripôles composants, la matrice de répar¬ 
tition prend la forme : 


(2.52) 


-2 r. 


+ ( - ,r ’ + r - ) 


-r, 

e 


— U', +1',) 


-2 1 '. 
C 


Le signe des coefficients dépendant de la parité de y et de. la s line turc (mise en série ou mise 
en parallèle). 

On tire de (2.52) les deux conclusions suivantes : 

1 er résultat. Les trois paires de bornes de l'hexapàle étant bouclées sur la résistance caractéris¬ 
tique R, l’exposant effectif de transfert entre les bornes IL et 22' est la somme des exposants effectifs de 
transfert , T, et 1\ des quadripôles composants. 

2 e résultat. — L’exposant de réflexion aux bornes (IL) est le double de l’exposant effectif de trans¬ 
fert I 2 du quadripôle 2; l’exposant de réflexion aux bornes (22') est le double de l’exposant effectif de trans¬ 
fert F, du quadripôle 1. 

En particulier dès que l’affaiblissement des filtres de l’aiguillage est élevé, l’adaptation aux 
bornes non communes devient excellente. Supposons par exemple que le filtre passe-haut assure, dans 
sa bande affaiblie, un affaiblissement de 3 N ; alors le filtre passe-bas possède, dans sa bande passante, 
un affaiblissement de réflexion au moins égal à fi N, d’où un coefficient de réflexion inférieur à 2,5 0 / 00 . 

La relation (2.52) donne d’ailleurs l’expression des impédances effectives w el et m 02 vues des 
paires de bornes (IL) et ( 22 ') : 

(2.53) [iüci ]* 1 = th 1\ ; [n^p 1 = th \\. 


La matrice de répartition permet également d’établir, par un calcul élémentaire, les propriétés 
d’un aiguillage strict qui serait terminé, aux bornes (IL) et (22'), sur les impédances effectives w el , 
u ) e2 et non pas sur une résistance pure. L’annexe II donne quelques éclaircissements sur ce point. 


3.8. Synthèse des aiguillages stricts, exemples élémentaires. 

Pour illustrer la théorie, considérons l’aiguillage strict du plus faible degré, constitué par une 
demi-cellule de filtre passe-bas et une demi-cellule de filtre passe-haut. L’aiguillage sera de classe 
(0,5 ; 0,5) 2 ', la cellule complète de filtre étant prise pour unité. On choisira par conséquent, en désignant 
par P la grandeur jil = /<■>/u 0 : 

(2.54) q . = \/l >V + 1 /P ; <h = V/P 2 + 1 ((/1 et </ 2 sont des fonctions de degré 1 ). 

Ce cas entre dans la catégorie (16) avec 7 impair. 


2) T^a classe d’un filtre est la moitié du degré de la fonction q qui le caractérise. La classe de l’aiguillage est la somme des 
classes des deux filtres complémentaires associés. 
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(2.55) 



1/P 0 
0 P 


La synthèse de cet aiguillage représenté sur la fig. 5 
est immédiate, d’après la valeur des admittances en court- 
circuit Y X1 = 1/P, Y 22 = P. On trouve sans difficulté les 
polynômes caractéristiques de l’aiguillage (cf. formules 2.13) : 

g = G + U = 1 + P, f=\, h = P. 


P 



iMg. 5. — Aiguillage slricl (0,5 ; 0,5). 


De même la fonction <p, les affaiblissements A,, A 2 s’écrivent : 

V = T = T=^= ' = P> A ' = i log [1 + &], A 2 = ilog[l + £2“ 2 ]. Enfin: 

1 x g\ — l 'D 2 2 

e 11 = (1 + x„)/x,. — P + 1 , e r * = (1 p ,r 22 )/.r 20 = (1 + P)/P. 

Deuxième exemple. Considérons l’aiguillage formé par la mise en série d’un passe-bas associé 
à une fonction q l de degré 2 (une « cellule» complète) et d’un passe-haut associé à une fonction q, de 
degré 1 (une «demi-cellule»). 

Si la fréquence d’affaiblissement infini du passe-bas est £ 2 ^ = 1 /y/l — m 1 2 conformément aux 
notations usuelles, on aura : 


= L+iL+^lZ: donc v .,-i = (i ^^)i^+i . 

2 m P \ P 2 fl 2 m P y/ P 2 -|- 1 


<h 


V ^ • 1, \ ql- 1 - P. 


(2.43) : 


Cet exemple correspond au cas 2. a. La matrice d’impédance s’obtient au moyen des formules 


Z = 


1 + mi p , 1 

2 m P 


P + ô 


1 


2 m 
1 — m 

' 2 m ' 1 21 FP 

P 


1 - |> j 1 

2 m ' 2 m P 

1 + rn ~ p , __1_ 

2 m 2 m P 

0 


1 + m \ p + 1 


2 m 


2 m P 


Comme premier mode de réalisation, on peut utiliser la structure de Cauer basée sur la décom¬ 
position en éléments simples de la matrice d’impédances. En effet, sachant que les résidus des pôles 
satisfont à la condition de «couplage serré», il est clair que les matrices d’impcdance du passe-bas 
et du passe-haut constituants sont respectivement : 


(1 — ™ 2 Y p , 1 

2 m (1 + m 1 ) 2 m P 


1 — m 2 

2 m 


P + 


1 __ 

2 m P 


1 — m- 
2 m 


L + 


1 

2 m P 


1 + m' 1 

2 m 


P f 


1 


2 m P 


2 m 

1 + m 2 


P 


P 


P 


1 -f- m 2 
2 m 


P + 


1 


2 m P 



Aiguillage strict de classe 1,5. 
l-'ig. G. — Mise en série. 


La somme de ces deux matrices donne bien la matrice Z de 
l’hexapôle indiqué ci-dessus. D’après les résultats de l’annexe I, les 
deux quadripôles sont réalisables d’après le schéma de la fig. 6 qui re¬ 
présente l’aiguillage complet. La fonction tp, caractéristique de l’affai¬ 
blissement effectif de l’aiguillage, a pour expression d’après (2.50) : 


? = 2mP ! /[lf(l — m 2 ) P 2 ] . 

Le développement en 
échelle d’un aiguillage de ce type 
n’est pas possible dans le cas 
général (éléments négatifs). Il 
est possible seulement si m — 1 
(affaiblissement effectif infini à 
la fréquence infinie). Dans ce cas 
on obtient le schéma de la fig. 7 
qui est simplement la dégénéres¬ 
cence du schéma de la fig. 6 
pour m = 1 . 



A iguillage strict de classe 1,5. 
Fig. 7. — Cas où m — 1. 
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IV. — AIGUILLAGES PASSE-BAS, PASSE-HAUT, A DEUX COUPURES DISTINCTES. 


4.1. Critique des aiguillages d’impédance constante. 

Les aiguillages d’impédance constante, dont la théorie a été établie au chapitre précédent, 
permettent de réaliser de façon parfaite la mise en parallèle ou en série d’un filtre passe-bas et d un 
filtre passe-haut. En effet, les conditions d’affaiblissement sont satisfaites et, par surcroit, l’association 
des deux filtres composants assure une impédance rigoureusement constante aux bornes communes, 
les défauts d’adaptation des deux filtres individuels se compensant exactement. En contrepartie, ils 
ne sont pas très économiques en ce sens qu’ils nécessitent, pour obtenir un affaiblissement donne, 
plus d’éléments qu’il ne serait strictement nécessaire si les deux filtres composants étaient séparés. 
Ce résultat n’est pas surprenant, puisque le nombre d’éléments d’un filtre dépend non seulement de 
l’affaiblissement, mais aussi de la régularité d’impédance exigée. Un autre inconvénient assez grave 
des aiguillages stricts est le suivant : 

A la fréquence de coupure commune, l’affaiblissement effectif des deux filtres composants est égal 
à 0,35 N. 

En effet, la relation (2.5) (avec A r = «> puisque l’impédance aux bornes communes est rigou¬ 
reusement constante) s’écrit si A, = A 2 = A : 

( 3 . 1 ) e —2A| + e ~ 2Ai = 2 e -2A = 1 , d’où A - 0,35 N . 


Or, dans de nombreux problèmes, on désire obtenir un affaiblissement beaucoup plus impor¬ 
tant dans « l’interbande », c’est-à-dire dans la zone de fréquences comprise entre les bandes transmises 
pratiquement sans distorsion par les filtres composants. 

La relation (2.5) sous sa forme générale montre qu’un tel résultat ne peut être obtenu qu’au détri¬ 
ment de l’adaptation dans l’interbande. 

En effet, à la fréquence où les deux composants ont même affaiblissement A, on a : 


(3.2) 


-2A 


+ e 


-2 Ar 


= 1 . 


Si on désire par exemple A = 0,7 N, il vient A r = 0,35 N ce qui correspond à un coefficient 
de réflexion de 70,7 %. Un affaiblissement important des deux filtres dans l’interbande ne peut donc 
être obtenu que par une désadaptation quasi-totale de l’aiguillage dans la zone considérée. 

On conçoit facilement que si les filtres composants ont des fréquences de coupures décalées, 
et non plus confondues, l’affaiblissement dans l’interbande peut être notablement augmenté. Nous 
allons montrer qu’il est possible de construire des aiguillages, associant convenablement deux filtres 
dont les coupures sont distinctes. 


1.2. Aiguillages à coupures distinctes. 

Considérons un filtre passe-bas caractérisé par une fonction d’affaiblissement sur images q t 
dont la fréquence de coupure est désignée, par >•>-, et un filtre passe-haut de fonction d’affaiblissement q, 

avec une coupure égale à <•>, (eu, • <•>_ ,). En choisissant <'> 0 ) (.>_,(.>, comme fréquence de référence, 

et en posant m„ \ (•>,/<•>_, <»i/ü>„ (.>„/<•>_, on voit que q, conlienl le facteur irrationnel \P 2 m„— 2 

et q 2 le facteur \ I*- f //ig ( P - j u/<,>„ j <>). 

Si nous reprenons les matrices d’impédance (ou d’admittance) du § 3.5, on voit que les facteurs 
irrationnels ne s’éliminent pas si q , et q 2 ont des coupures distinctes. 

Pour faire disparaître les facteurs irrationnels et obtenir une matrice de réactances, il est néces¬ 
saire de multiplier tous les termes par une fonction q„ ayant les propriétés suivantes : 

1 ° q 0 possède deux facteurs irrationnels y P 2 + m 0 — 2 , y/P- + ml ; 

2 ° q 0 approxime l’unité dans les deux bandes passantes des filtres composants, q 0 doit donc être 
une fonction d’impédance d’un coupe-bande. 

Examinons les quatre cas du § 3.5 et montrons que l’hexapôle obtenu satisfait aux conditions 
de filtrage. 

Cas 1 .a. Choisissons deux fonctions q„ q 2 à coupures distinctes de degré pair. — Lamatrice (2 37) 
transformée s’écrit : 


(3.3) 


X = 


{qî + ql — U 

7 2 

qiq * 


Y ïî— 1 

a ,l 

7 o — 


'L- 

i 

O 


'<-* Vil 

q i 

o 


a ' h 

7» ~ 

<h 
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C est une matrice de réactances qui peut être obtenue par mise en série fen narallèlpï dp donv 
quadnpoles symétriques associes dont les matrices d’impédance (d’admittance) sonf respectivement : 


(3.4) 


qo(, g f-Vtf-l 

q 2 q 2 


qJ- 2 !-Wqî —i 

7i </i 

q» — 1 

?2 (J 2 


( L" \/n- i /, 't 2 

V 72 1 q 0 - 

q i q i 


avec extraction, aux bornes communes, d’une réactance (susceptance) égale à </o/</i</ 2 . 

Les quadripôles associés ont donc pour fonctions images : 

(3 5) S = q„/q 2 , Qi = q l (W, et Q, sont des fonctions conjuguées avec même facteur irrationnel), 
( W 2 = qojq i, Q 2 = q 2 (W 2 et Q 2 sont des fonctions conjuguées avec même facteur irrationnel). 


On voit qu’ils ne sont pas complémentaires, au sens du § 3.4.2; mais il est clair que : 

W, ~ 1 et Q 2 ~ 1 dans la bande passante du passe-bas, 
et que W 2 ~ 1 et Q, ~ 1 dans la bande passante du passe-haut. 

Par le même raisonnement que celui qui a été fait au S 3.6, on peut prévoir que </, caractérisera 
assez bien l’affaiblissement du passe-bas composant, et q 2 l’affaiblissement du passe-haut comportant. 
Nous donnerons au prochain paragraphe l’expression exacte de l’affaiblissement effectif des filtres 
dans l’aiguillage. 


Cas 1.5. Les fonctions </,, q 2 de coupures distinctes, sont de degré impair. — La matrice (2.40) 
modifiée a pour expression : 




q0 qi 

\'q\- 1 

\Zqt~-i 

(3.6) 

X = 

\ <l\ 1 

qjq»qi 

0 



v/îï-l 

0 

f/l/f/o'/. 


La matrice X résulte de la mise en série (en parallèle) de deux quadripôles antimétriques associés : 


q«qiq * 

V 7 ?!— ~1 


f/»f/,f/2 

Vil 1 

v<n -i 

q i{q o q 2 



q 2 /q»qi 


avec extraction de la susceptance (réactance) q 0 q , q 2 . Les deux quadripôles associés ont respective¬ 
ment pour fonctions images : 

(3.8) W, = î, î, , Q, = q, ; W 2 =q 0 q l , Q * = q* . 

Ils ne sont pas complémentaires mais les couples (W, Qi)(W 2 , Q 2 ) sont formés de fonctions conju¬ 
guées qui satisfont manifestement aux conditions de filtrage. 

Cas 2. a. La fonction </, est de degré pair, q 2 de degré impair. — La matrice de l’hexapôle, dérivée 
de (2.43) s’écrit : 




f/o f/l f /2 

f/o f /2 \ql — 1 

\ 'ql- i 

(3.9) 

X = 

f/o f /2 \'q\ — 1 

f/o f/l q 2 

0 



Vqî-1 

0 

f/i W? « 


Elle résulte de la mise en série (en parallèle) de deux quadripôles associés, l’un symétrique et 
l’autre antimétrique, définis par : 


(3.10) 

?o qi q 2 qoq*\/q\ — i 


f/o f/o/f/i v/?i — 1 


Qo Q 2 Qi 1 Qo Q 1 Q 2 


V /( /l — 1 ?1 ? 2 /?0 


Avec extraction, aux bornes communes, de la réactance (susceptance) q 0 q 2 /q ,. Les quadripôles 
associés ont donc pour fonctions-images : 

(3.11) Wi =q 0 q 2 , Qi = < 7 i ; W 2 = </„/</, , Q a = q 2 . 

Cas 2.5. Le cas (2.5) est tout à fait analogue (il suffit de permuter q t et q 2 ). 


4 .3. Impédance et affaiblissement effectifs des aiguillages à coupures distinctes. 

Montrons maintenant que l’adaptation aux bornes communes et l’affaiblissement effectif des 
filtres de l’aiguillage restent très voisins de ceux que l’on peut obtenir avec des aiguillages stricts. 
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Cas 1 .a. L’impédance (admittance) effective w e aux bornes communes résulte de la relation : 

En effectuant les calculs, il vient : 




£§2 


1 ~\~ 1 + 3^2 


(3.12) 


W c = 1 + («g —1) 


i + 7«/?i qi 


(i + 9»9./9«) (i + q^h/qi) ‘ 

La formule (3.12) montre que w c approxime d’autant mieux l’unité que q 0 est plus voisin de 1. 
Or q 0 , fonction impédance d’un coupe-bande, reste pratiquement égale à 1 dans les deux bandes passantes. 
Dans l’interbande au contraire, q 2 ~q 2 ~ 1, w 2 ~q 0 (imaginaire). Il y a une désadaptation totale 
pour les zéros et les pôles de q 0 ; à ces fréquences d’ailleurs, l’affaiblissement effectif est infini, on peut 
donc obtenir de cette façon un affaiblissement important dans l’interbande. 

Si on choisit une fonction q„ sans pôle dans l’intcrbande, w c ne peut devenir infinie. En effet, 
le dénominateur de w e est (1 + x„) (1 + z 22 ) qui ne peut s’annuler, x n et x 22 étant des réactances. 
Pour les zéros ou pôles de qq et q 2 , w 2 reste manifestement finie, et enfin w 2 s’annule si q 0 = 0. lien 
résulte qu’avec une fonction q„ sans pôle, les quadripôles composants sont minimum, et entièrement 
définis par la matrice de l’hexapôle. 

Désignons par I\ l’exposant effectif de transfert des bornes 00' aux bornes 11' de l’aiguillage. 

On a : 

(3.13) e r ‘ = (1 |- w e ) (1 + x u )/2 Xoi = (1 + n> c ) e' ml /2 . 

Dans le cas d’une mise en série, w e est l’impédance effective normée vue des bornes 00', F ml 
l’exposant de transfert des courants du filtre 1. Dans le cas d’une mise en parallèle, w 0 sera l’admittance 
effective, et T nl , exposant de transfert des tensions sera substituée à r ml . 

Le deuxième membre de (3.13) peut s’exprimer en fonction de q x et q 2 , en utilisant (3.3) et 
(3.12). Comme w e reste voisin de l’unité dans les bandes passantes, I\ reste, sauf dans l’interbande, 
voisin de r ml . De façon plus précise, on pourra écrire : 


(3.14) 

(3.15) 


1 + W c = 1 , 
O ‘ 


c Vl - (1 + ■;) q 


avec 


_?î -1 


1 + 70/71 7 * 


(1 + q 0 qjq,) (1 + 7o q,/qù 


g » g i 


q« \/q\ 1 — 1 


c r ’ = (i -|_ .i) + ?» g 2 


iWgl —i 


relations à rapprocher des formules (2.47). q 0 étant pratiquement égal à 1 dans les bandes utiles, ^ reste 
très petit. I\, r 2 sont, au terme log (1 + '}) près, respectivement égaux à l’exposant de transfert de 
courant (tension), d’un filtre ayant un affaiblissement sur images q,, une impédance ?o /?2 et d’un 
filtre F 2 ayant un affaiblissement sur images q 2 et une impédance q„/q,. L’affaiblissement effectif 
A, = 01e Fj est infini : 

a) pour qi = 1 

b) pour les pôles de q 2 

c) pour les zéros de q 0 . 

L’affaiblissement effectif A 2 devient infini : 

a) pour q 2 = 1 

b) pour les pôles de q , 

c) pour les zéros de q 0 . 

11 est possible de généraliser ainsi la formule (2.45) en écrivant : 

(3.16) 2 Aj — log ]1 + |cf,| 2 ] + log |1 + 'i|; 2 Aj - log [1 + |ç 2 l-] + log |1 + i|, avec : 


(3.17) 


<?i 


= i / (q*lq»r 2 — i 
V 9Ï —1 


- V/ 11 ' 


/7.)*_Z= 

g\ -1 


î 


L’affaiblissement de réflexion aux bornes communes A r = log 
(3.18) A r = log |1 + 1/* | . 


w c + 1 

i», . 1 


ayant pour valeur : 


Pour q 0 = 1 (coupures confondues), <!/ = 0 et toutes ces formules se réduisent à celles du § 3.6. 
Cas 1. b. Le calcul, identique au précédent, conduit aux formules suivantes : 


(3.19) 

(3.20) 


w c = \ + 


ql —i 


I + <m i g 2 


gl (i + ?i/9o?,) (i 

e r ‘ = (i + .t) 1 + qilq°q* . 

g\ i 


72/90 ?i) 


= 1 + 2 * 


c r ‘ = (l +'!*) 1 + 


2/70 < 


\/7i-i 


(à comparer aux formules 2.49). 
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L’affaiblissement effectif A, est infini : 

a ) pour qi = 1 

6 ) pour les zéros de q 2 
c) pour les zéros de q„. 

L’affaiblissement effectif A 2 est infini : 
à) pour q 2 — 1 

b) pour les zéros de q x 

c) pour les zéros de q 0 . 

Les formules (3.16), (3.18) sont applicables avec : 


(3.21) 


?! = 


— v/ : 

7 o q 2 V 


7o qi 


î 


q{-\ 


Cas 2. a. L’impcdance effective w c a pour expression : 


7» <7 1 V — 1 


(3.22) 


w, 


= 1 + g ° ~ 1 r/, « 1 + ?°7s/7i 

7» 1 2 (1 + 7i7 a /7») (1 + ?o7.? 2 ) 


= 1 + 2 . 


D’autre part 


(3.23) 


e ri = ^ + ,i ) 1 + 7° j . 72 


7o 7* V 7i — 1 


,r. = (j + ,(,) 1 + 7i 7a/7° _ 

V 7l 1 


L’affaiblissement effectif A, est infini pour : 
a) 7i = 1 
5) les zéros de q 2 
c) les zéros de q 0 . 

L’affaiblissement effectif A 2 est infini pour : 

a) pour q 2 = 1 

b) les pôles de q, 
r) les zéros de q u . 

Les formules (3.16), (3.18) restent applicables avec : 


(3.24) 


V^o 7l — 1 _!_ 

7» 72 y/gf _ i ’ 


?2 = 


72 

\/ 7l — 1 



Cas 2.6. Le cas (2 6) est identique, il suffit de permuter q 2 et q 2 . 

Remarque sur la fonction auxiliaire q 0 . — La fonction q„ la plus simple, susceptible de faire dispa¬ 
raître les facteurs irrationnels, est : 


7° 


m 0 


\/ 


P 2 4- m'ç 
P 2 + m 0 —- 


Une telle fonction est une fonction d’impédance d’un «pseudo coupe-bande» car elle ne prend pas la 
valeur 1 aux extrémités de bandes passantes. En effet, q„ = m 0 pour P = 0 et q 0 — m 0 — 1 pour P = <*>. 
Toutefois, si les deux coupures sont très rapprochées, m 0 diffère très peu de l’unité et on pourra en 
pratique utiliser cette fonction. Pour obtenir une impédance effective plus régulière (et en pratique 
excellente dans tous les cas usuels), on choisira la fonction du 2 e degré : 


\/ (P 2 + m.- ! ) (P 2 + ml) 

Cette fonction réalise une très bonne approximation de l’unité dans les deux bandes passantes; 
elle s’annule pour £2 = 1 de sorte que les deux filtres d’un aiguillage faisant intervenir cette fonction 
ont une fréquence d’affaiblissement infini au milieu de Tinterbande. 


4.4. Synthèse des aiguillages à coupures distinctes, exemples élémentaires. 

La synthèse des aiguillages à coupures distinctes à partir de la matrice d’impédance (ou d’admit¬ 
tance) ne présente pas de difficulté particulière. Elle s’effectue de la même façon que pour les aiguillages 
stricts. 


Premier exemple. — Donnons au passe-bas la fonction d’affaiblissement du premier ordre (classe 
d’affaiblissement 0,5 — demi-cellule) et au passe-haut de fonction d’affaiblissement du premier ordre 
également. On aura le cas (2 a) avec : 


P.B. ; q t = \/P 2 + ïïi„— 2 /P, \' q\ — 1 = l/m 0 P ; 


= y/P 2 + mllm 0 , \Zql — l=P/m 0 . 


P.H. : q 2 
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D 2 I 1 

Prenons : q 0 = - ^ ; la formule (3.6) donne : 

\/(P 2 + (P 2 + m °) 

( x 00 = q 0 g, < 7 2 = (P 2 d l)/m„P; x ol =\/q\ —l=l/m„P; x a2 =\fq \— 1 = P/m 0 ; 

\ *u = g,/?, g, = m 0 (P 2 + m 0 - 2 )/P (P 2 + 1) ; * 22 = g*/g» g. = P (P 2 + mï)//n. (P 2 + 1) 

S’il s’agit d’une mise en parallèle, les éléments qui précèdent sont ceux de la matrice d admit¬ 
tance. 

A) Filtre passe-bas. — On peut effectuer le développement à partir de l’admittance en court- 
circuit vue des bornes 11 ' : 

y il = z„ = rn 0 (P 2 -I- m- 2 )/ P (P 2 + 1) 

Comme on l’a vu au § 4.3, le filtre passe-bas possède une fréquence d’affaiblissement infini au 
milieu de l’interbande (P 2 + 1=0, zéro de q 0 ). L’expression même de y u montre que ce pôle d’affai¬ 
blissement s’obtient au moyen d’un circuit résonnant shunt; de plus y IX est du troisième degré et devient 
infini pour P = 0. 

Le développement en échelle est donc nécessairement conforme à celui de la fiq. 8 . Le calcul 
des éléments est immédiat, en effet : 

y il = (P 2 + m„- 2 )/P (P 2 + 1) = (m„ — m„-i) P/(P* + 1) + m.-1/P “ H,P/(P 2 + 1 ) + H 2 /P, d’ou ; 

/, = L^o/R = H - 1 = 1 l(m 0 — m„~') ; r, = C, Rw„ = H, = m a — m ,- 1 ; L — L,m 0 /R = Ha - 1 = m„. 
Le filtre passe-bas composant est entièrement défini par : 

y U = l//n„P, i/ 01 = l/m 0 P, i/„ = m 0 (P 2 + m„- 2 )/P(P 2 + 1) . 



Kig.8. - - Aiguillage 0,5/0,5 à coupures ilislinctes. >"ig. 9. — Aiguillage 0,5/1 à coupures distinctes ( V solution ). 

B) Filtre passe-haut. — y 22 = x 22 = P (P 2 + ml)/m 0 ( P 2 + 1). 

Le pôle de y 22 correspond à un circuit résonnant shunt; //,, est infini pour P = °°, donc le déve¬ 
loppement en échelle est conforme à la fig. 8 . On a : 

y 22 = P (P 2 +mg)/m„(P 2 + 1) =(m„ —m„-i) P/P 2 + 1 + /n „— 1 P, d’où : 

t'i = L( «o/R = (m 0 — m,- 1 ) -1 , c[ = C', R w 0 = m„ — m~\ = Q Rw. = nio -1 . 

Le passe-haut composant est entièrement défini par : 

U«o = P, yo 2 = m„-> P, i / 22 = P (P 2 + m 2 )/m 0 ( P 2 + 1) . 

On a bien, conformément à la théorie : 

y oo = yoo + yoo = z 00 = (R 2 + l)/m„ P . 

Remarque. — q x et q 2 s’échangent si on change P en 1/P (gabarit symétrique). On a alors : 

V = c- 1 ; c[ — Z- 1 ; c; = Z,- 1 , 

de sorte que les éléments du passe-haut sont immédiatement connus lorsque le passe-bas est déterminé. 

L’aiguillage très simple qui vient d’être étudié correspond à un affaiblissement effectif prati¬ 
quement égal à celui d’une demi-cellule pour le passe-bas et d’une demi-cellule pour le passe-haut. Les 
frontières étant décalées, chacun des filtres de cet aiguillage présente en outre une pointe d’affaiblis¬ 
sement effectif infini au milieu de l’interbandc. 

Deuxième exemple. — Passe-bas de classe d’affaiblissement 0,5; passe-haut de classe d’affai¬ 
blissement 1 . 

Les fréquences d’affaiblissement infini étant à l’infini, on a : 

P.B. : q , = \/P 2 + m„- 2 /P, \/q*—l = l/m„P; 

2 = (P 2 + 2 m 2 )/2 m„\/P 2 + m 2 , V^ 2 — 1 == P 2 / 2 V 7 ? 2 + . 


P.H.: q 
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Cet exemple correspond au cas 2 .b : on choisira : 

?. = (P 2 + l)/v/(P r +m,-*) (P 2 + mg) . 

A) Passe-bas. — S’il s’agit d’une mise en parallèle, on a : 

y.. = = (P 2 + 2 m 0 2 ) (P 2 + 2m 0 - 2 )/2m 0 P (P 2 + 1) 

j/n est une réactance du 4 e ordre, infini pour P 2 + 1 = 0 et pour P = 0. La décomposition en 
éléments simples donne : 

,, _ ij p | U 2 P 1 H, 

y,i - IL J + p2 — j + -p 

avec : H i = 1/2 m 0 , H 2 = (2mg + m „- 2 — 3)/2 m„ , H s = l/m„ . 

D’où la structure de la fig. 9, avec : 

^ c, = C, R w 0 = H, = 1/2 m, 

< !.. = L,u 0 /R = Cz 1 = l/C,Rw 0 = 1/Hj = 2m„/(2mS (-m„— 2 — 3) 

( U = P 3 '"«/R = 1 /H, == m 0 

Le passe-bas a pour matrice d’admittances : 

Sio = l/ m «P. //„ = l//n„P, y„ = (P 2 + 2 m 2 ) (P 2 + m~ 2 )/2 m 0 P (P 2 + 1) . 


B) Passe-haut. — L’admittance en court-circuit vue des bornes 22' a pour valeur : 

y 22 = q 0 qi g 2 = (P 2 + 1) (P 2 + 2 ml) 12 m„ P (P 2 + mg) . 

Le développement peut s’opérer de plusieurs façons. 

l re solution. — En isolant l’inductance shunt terminale (pôle fl = 0 de l’admittance i/ 22 ), on 
peut écrire : 

y a = H//P 4 - H.] P (P 2 + a 2 )/ 2 m u (P 2 + mg) avec II( = 1 /m„, IV 3 = 1, a 2 — 2 ml — 1, puis 

2m 0 (P 2 + mg)/P (P 2 -f a 2 ) — Ilg/P 4 H 4 (P 2 + 1)/P (P 2 + a 2 ) (mise en évidence de la fréquence 
shunt P 2 + 1 = 0). 


On trouve : Ilg = Hé — m„ ; enfin : P (P 2 \- a 2 )/m„ (P 2 + 1) = II' P + II' P/(P 2 + 1) 
avec : Hj = m„— 1 , Hé = (a 2 — 1 )/m„ = 2 (m 0 — m 0 —') . 


On est ainsi conduit au shéma de la fig. 9 : 


K = Lé w o/R 


l[ = L(w„/P, = H /— 1 = m„ , c' = C' R«, = Hé - 1 = l/m„, 

= 1 /C' Rw 0 = c '- 1 = Hé - 1 = 1/2 (m 0 —m„-') , ci --= Ci R<"„ = Hé = m .- 1 . 


2 e solution — On peut mettre en évidence au départ le zéro de l’admittance correspondant à 
une fréquence d’affaiblissement infini (P 2 + 1=0). On est conduit alors à la décomposition suivante : 


^ 2m,P (P 2 + mg) = JJ» 
y a (P* + l)(P* + 2mg) 1 


P P 

hTT + H; in 


2 mg’ 


U, 2 m„ (mg— 1 ) 
aVCC : = ~ 2 mg — 1 ’ 


H ô = 


2 ml 


2 mg — 1 


On obtient ainsi le schéma de la fig. 10, avec : 
1 


I" — T " 0 — r "—l — 

1 - 1 r - 1 - cTR-„ 


_ ,2 m 0 (mg — 1 ) 

1 2 mg 1 


Il = L" 2 <" 0 /R = H " 2 /2 mg = m„/( 2 mg — 1 ) ; 
c" = Cg Ru 0 = H '- 1 = (2 mg — l )/2 mg . 



Fig. 10. — Aiguillage 0,5/1 d coupures distinctes 
(2 e solution équivalente à celle de la fig. 9). 


On peut remarquer que cette deuxième solution comporte deux capacités et deux inductances, 
contre trois capacités et deux inductances dans la précédente. Elle est donc préférable. 

De façon générale, il y a avantage à mettre en évidence en premier lieu les pôles d’affaiblissement 
infini qui sont des zéros ou des pôles de y i, et i/ 22 , et qui sont d’ailleurs, en même temps, soit les zéros 
de q 0 , soit certains pôles ou zéros de qi et q t comme il a été démontré au précédent paragraphe. 
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V. — AIGUILLAGES PASSE-BANDE, COUPE-BANDE. 


5.1. Généralités. 

La théorie qui a cté faite aux chapitres précédents (aiguillages stricts et aiguillages à coupures 
distinctes) a été appliquée aux aiguillages passe-haut, passe-bas. Dans certains cas, il faut réaliser des 
aiguillages passe-bande, coupe-bande et la théorie basée sur les fonctions d affaiblissement sur images 
<]i, <J 2 (et éventuellement q 0 ) reste encore valable. La seule différence est que les aiguillages stricts auront 
deux coupures, communes au passe-bande et au coupe-bande, et les aiguillages d’impédance approxi¬ 
mativement constante quatre coupures distinctes. 

En pratique, il faut remarquer que le développement en échelle d’un passe-bande est notable¬ 
ment plus compliqué que celui d’un passe-bas, son degré étanl pratiquement double pour un affaiblis¬ 
sement donné dans la bande atténuée. Dans le cas où le gabarit d’affaiblissement est très différent 
dans les deux bandes atténuées du passe-bande, on pourra transposer la théorie générale et calculer 
directement les deux filtres de l’aiguillage. Dans le cas où le gabarit d’affaiblissement est symétrique, 
c’est-à-dire où l’affaiblissement est le même pour deux fréquences quelconques ayant le milieu de la 
bande passante pour moyenne géométrique, on peut ramener le problème à celui de la spécification 
d’un aiguillage passe-haut, passe-bas, grâce à une transformation fréquentielle. Nous nous bornerons 
à étudier ce dernier cas dans ce chapitre. 


5.2. Aiguillages passe-bande, coupe-bande, d’impédance constante. 

Désignons par <o_,, m, les pulsations de coupure communes au passe-bande et au coupe-bande, 
et appelons io 0 = \J (o, la pulsation centrale. II est bien connu que la transformation fréquentielle : 

(4.1) P = ( p 2 + «, io_,)/(<o, — co_,) p , & = (w§ — w a )/e> (u, «_,) 

où p = j<o et P = jü transforme une inductance en circuit résonnant et une capacité en circuit bouchon. 
Par ailleurs, cette transformation associe à la fonction d’affaiblissement q t d’un passe-bande une 
fonction d’affaiblissement Q, d’un passe-bas, car en posant : 

(4.2) q 1 = (p 2 H- fc>S)/vV + «■»'-.) (P 2 + «à 2 ) , ü vient : 


(4.3) 


Q. = P/V'P* 4 1 • 


Supposons donc que le gabarit d’affaiblissement du passe-bande et du coupe-bande, gabarit 
symétrique par rapport à io„, est tracé pour les valeurs de Q définies par la relation (4. 1). Le gabarit A (Q) 
est un gabarit d’aiguillage passe-haut passe-bas dont la coupure unique a pour valeur normée 1 . 

On calculera donc les éléments de l’aiguillage strict passe-bas-passe-haut satisfaisant ce gabarit, 
puis il suffit, pour obtenir l’aiguillage passe-bande-coupe-bande désiré, d’effectuer sur les éléments 
eux-mêmes la transformation classique définie par la formule (4.1). On substitue à une inductance 
normée l du passe-bas (ou du passe-haut) le circuit résonnant LiC x , à une capacité normée C du passe- 
bas (ou du passe-haut) le circuit bouchon L 2 C 2 avec : 


(4.4) 


L, = 


R/ 


Wj-OJ_-j 


L 2 = 


_ R (», — «_,) 


C (t )_ 1 


c, = £ 


R / >•>, 


C 2 = 


R (io L - w-0 


(4.5) Si on pose : = \/to 1 /<o_ l — m„ , m„ — m„~ 1 = o, 

les formules (4.4) peuvent encore s’écrire : 

(4.(j) L, to„/R = Z/fi , L 2 «o/R - ft/c , C.J Rio,, — ô// , C 2 Rio,, — (•/<> . 

Le problème est ainsi entièrement résolu. 

5.3. Aiguillages passe-bande, coupe-bande, à quatre coupures distinctes. 

Soit un passe-bande, à gabarit symétrique dont les pulsations de coupure sont désignées par 
io / —,, io( et un coupe-bande à gabarit symétrique dont les coupures sont io"—,, to^ (en ordre croissant : 
<o"-i, < 0 -, , <o„, S - "O- 

La symétrie du gabarit se traduit par : 

(4.7) |0§ = 10'— J loj = «0*_j 10* . 

Nous pouvons généraliser la transformation fréquentielle classique du paragraphe précédent. 
Posons en effet : 


(4.8) m„ = v/« — w "-i)/(“i — ; (4.9) io„ o = \/(io" — to"_,) (io( — 

et étudions la transformation fréquentielle : 

(4.10) P = ( p 2 + co §)/8 p 10 0 , ü = (| 0 §- I02)/0 10 tO„ . 

(4.10) est évidemment une transformation de réactance qui associe un circuit résonnant à une induc¬ 
tance et un bouchon à une capacité. Elle transforme par ailleurs les fonctions d’affaiblissement Q t 
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_ d .4 1 }. P asse de coupure norme m 0 1 et Q 2 d’un passe-haut de coupure normé m 0 en fonctions d’af- 
iaiblissement de passe-bande et de coupe-bande. En effet prenons : 

(4- 11 ) Qi = P/v/P^+m»- 2 . 

Sa transformée < 7 , est d’après (4.10) : 

(4.12) (p 2 + « 8 )A/(P* + (P 1 + -1) 

donc précisément la fonction q l d’un passe-bande de coupure <o'. 

De même la fonction normée de passe-haut : 

(4.13) Q 2 = m 0 /\/ P 2 + ml donne : 

(4.14) ( h = « — « >"-i)p/\/(P 2 + (P 2 + <0 "?) 

et q 2 est la fonction d’affaiblissement d’un coupe-bande de coupures On opérera donc exacte¬ 

ment comme dans le cas des aiguillages stricts (§ 5.2) : 

Le gabarit d’affaiblissement est transformé en gabarit d’aiguillage passe-bas, passe-haut, par 
la transformation (4.10) où 8 a la valeur (4.9). On calcule alors les éléments de l’aiguillage passe-bas- 
passe-haut à coupures distinctes satisfaisant au nouveau gabarit. Pour obtenir l’aiguillage définitif, 
il suffit de remplacer chaque inductance normée l par un circuit résonnant L t C,, chaque capacité par 
un bouchon L 2 fc 2 avec : 

(4.15) L, o>„/R ----- I/o ; L 2 o, 0 /R - ù/c ; C, R«, = à/l ; C 2 Ru. = c/à . 

Les formules (4.15) sont identiques aux formules (4.6) mais 8 a la valeur (4.9) et non (4.5). 
II est donc possible de généraliser la transformation de réactances classique dans le cas des coupures 
distinctes, ce qui résout complètement le problème des aiguillages passe-bande-coupe-bande à gabarit 
symétrique. 

Remarque. — Lorsque les coupures viennent à se confondre, la formule (4.8) donne m 0 = 1 
et (4.9) se réduit à (4.5). 


VI. MISE EN SÉRIE OU EN PARALLÈLE DES FILTRES DE BANDE. 


La théorie des aiguillages à coupures distinctes peut s’étendre au cas plus complexe de l’associa¬ 
tion en série ou en parallèle de deux ou plusieurs filtres de bande. En effet, les matrices (3.3), (3.6), 
(3.9) du § 4.2 sont les matrices de réactances d’un hexapôle constitué par deux filtres de bande si 
< 7 i, q 2 sont des fonctions d’affaiblissement de deux filtres de bande associés et si q„ est une fonction 
complémentaire choisie de façon à faire disparaître tous les termes irrationnels. On pourra déterminer 
dans chaque cas particulier la forme particulière à donner à la fonction q 0 pour que la matrice X soit 
effectivement une matrice de réactances. 

La théorie peut encore se généraliser au cas de plusieurs quadripôles placés en série ou en paral¬ 
lèle. A titre d’exemple la matrice d’ordre n : 


(5.1) 


7« 7i 7«— 7.. 
\ 7ï 1 


X = 


\'<IÏ 1 


\/7i — 1 Y 

- 0 
7o 7«— 7.. 


7» 7i 72 — 7n 


Vtâ - 1 
0 

0 


Y 7n 1 0 0 


_7n _ 

7o 7i— 7.1-1 


où q !,..., q n sont des fonctions d’affaiblissement de passe-bandes antimétriques et q 0 la fonction complé¬ 
mentaire : 

K . Kp 2 + ü> a _ n ) (p* + m 2 - 12 ) . (p 2 + ü) 2 - m ) 

P V (P s + (0 2 n ) (P 2 + u 2 12 ) . (p 2 + lü 2 ln ) 

est la matrice d’aiguillage d’un réseau comportant n filtres de bande en série ou en parallèle. Dans 
(5.2), K est une constante arbitraire, w—ik, w lk les coupures inférieure et supérieure de la fonction Çk- 
Il faut remarquer que dans </jj, les pôles et les zéros sont alternés. 

On peut vérifier que ce processus permet de réaliser de façon très satisfaisante la mise en série 
ou en parallèle des filtres de bande, mais en pratique les calculs sont compliqués dès que les classes 
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d’affaiblissement et le nombre de filtres sont élevés. Nous nous bornerons ici à donner un exemple très 
simple pour illustrer la théorie. 


Exemple. — Soit à réaliser la mise en parallèle de deux filtres passe-bande antimétriques élémen¬ 
taires, pratiquement équivalents à deux demi-cellules canoniques (2/2 KK'). Désignons par u'—i, 
les fréquences de coupure du premier, par u"—,, <*>î celles du second (w'_, < < io"—, < uj’). 

Les fonctions q l et q 2 ont pour expression : 


(5.2) 


<h 


<h 


V(p - + o>'-|) (p - + 

p~ + «'§ 

nApm^I?) {p- -i- üÿ 

P- + u "o 


avec Uq = yV-, 

avec u)q --- \/io"_, WJ' 


En prenant comme pulsation de référence u>„ = y/uj wô nous choisirons la fonction auxiliaire 
la plus simple possible : 


(5.3) 


= w_0 j (p* + <■>'-;[) (p 2 + to'-î) 

P V (p 2 + w'ï) (P 2 + “"?) ‘ 


Dans la bande de chacun des filtres, q„ est réelle et varie de 0 à l’infini. La matrice d’admittance 
est donnée par (5.1) avec n = 2. Les conditions d’impédance et d’affaiblissement sont manifestement 
satisfaites car on peut considérer l’aiguillage comme constitué des deux filtres antimétriques : 


q« q 2 q i 

VP? l 


Pu Pi Pc 

\ Pl-I 

V?î—1 

Pi/P« Pc 


\/pf~~î 

Pc/Po Pi 


avec soustraction, à la paire de bornes communes, de la susceptance q„q x q 2 . Ces filtres associés ont 
respectivement pour grandeurs images : 


(5.5) 

p 

II 

-Q 

_ V(P 2 + (P 2 + “O 2 . 

... u, p 2 4- w"_ 2 

W — n n — * 4 

J 

3 

+ 

CJ 

Q. 

P 2 + w 'o 

vv i 7o 72 1 

p p 2 + “ 8 ' 

V P 2 + *»'? 

(5. G) 

Qc - Pc 

V(p 2 + w "-ï) (p 2 + “'ï) 

W - « ii - "« P‘ + "'î 4 

/p 2 + 

P 2 F “"8 

2 /o /l p p*+ «'8 \ 

/ p' + «'ï 


Chacun d’eux a une fonction d’affaiblissement sur images de deuxième ordre (2/2 KK') et une 
impédance du quatrième ordre. Avec les notations employées dans un autre article [12], on peut les 
désigner par 2/2 KK' d 0 — l d 0 —f. Il est clair d’après les raisonnements faits aux chapitres précédents, 
que les filtres composants de l’aiguillage ont un affaiblissement et une impédance très voisine de ceux 
des filtres associés. Effectuons maintenant la synthèse de cet aiguillage. Les quatre paramètres w_ 1 , 
ui, o)"_!, U" peuvent se réduire à trois en effectuant une normalisation. Nous avons déjà choisi comme 


pulsation de référence la moyenne géométrique des pulsations de coupure : uig = u'—, (■>"_! wJ. Posons 

par surcroît : 


(5.7) 

P = 

= j G = j <*>/“ o 

(5.8) 

m n 

II 

£ 

T; 

J.' 

2 

O* 

II 

\ 

£ 

£ 

J* 

(5.9) 

T 2 

- «wS y/""-. — i "i 


S'=('”o = (m" — m“-') 

(mô > 1, > 1, n > 1). 


Avec ces notations, la matrice d’admittance de l’hexapôle prend la forme : 


(5.10) 


f/oo = qO q 1 ?c 


Pu 


Jb_ 

Qo Q 2 


= (P 2 + m 0 - 2 s- 2 ) (P 2 + mô- 2 
P (P 2 + 3- 2 ) (P 2 + O 2 ) 

P (P 2 + m' 0 2 a- 2 ) (P 2 + (T 2 ) 

(P 2 + I- 2 ) (P 2 + m/,'- 2 ï 2 ) ’ 



„ _ ?, _ P (P 2 + s- 2 ) (P 2 + a 2 ) 

<7. (P 2 + * 2 ) (P 2 + s- 2 ) ‘ 


y »! = vV.— 1 = «- 1 8' p 2 + -- 

Po 2 = y/pl —1 = ’ 8 ' ; 


Faisons d’abord une remarque sur l’affaiblissement des filtres de l’aiguillage. Alors que l’affai¬ 
blissement sur images des filtres associés est infini uniquement aux fréquences nulle et infinie (type KK') 
l’affaiblissement effectif des composants dans l’aiguillage est infini par surcroît : 

— dans le cas du filtre F lt pour q 0 q 2 = 0 (facteur P 2 + 2 a— 2 ), 

— dans le cas du filtre F 2 , pour q 0 q 2 = 0 (facteur P 2 + 2 a— 2 ). 

D’autre part, l’admittance effective aux bornes communes ne reste pas finie à toute fréquence, 
mais devient infinie à l’origine (pôle de q 0 ). L’existence de ces pôles d’affaiblissement et d’admittance 
effectifs résulte clairement des formules (3.19) et (3.20) du chapitre IV. 
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Réalisation de l’aiguillage par la méthode de décomposition de Cauer. — Le quadripôle F 2 a 
pour matrice d’admittance : y' 00l y 01 , i/ lt , le quadripôle F 2 : y' 00 , f/ 02 , y t2 ; y' 0 et yô„ vérifiant la relation : 


(5*11) y oo — y oo y oo» 

y '„o et yôo sont inconnues, mais la décomposition de y 00 en éléments simples donne : 

(5.12) 


_ /!. , A 2 P , *3 P _ (P 2 + m 0 '— 2 3- 2 ) (P 2 + * 2 ) 

y «o — s - + dî i + 


P 2 


P (P 2 + a- 2 ) (P 2 + 3 2 ) 


On trouve sans difficulté : 


(5.13) /i, — in'„ mj— 2 ; /i 2 


( 1 — "*o~ 2 ) (mô- 2 * 2 - - -J—“) . 


; /'a 


( 1 mp " 2 ) (° 2 — m ,'- 2 ’“ 2 ) 


(5-14) (/„ = 


C— z (J* 2 (T — “ 

Les termes connus de la matrice d’admittance de F, se décomposent comme suit : 
P(P 2 + , 


(P 2 + 


avec : 


(5.15) 


f ^6* (P 2 + ° 2 ) _ ty p I ^P , K P . u 

c 2 ) (P 2 + m "— 2 a 2 ) 1 P 2 -f o— 2 P 2 + m'g — 2 3 2 ’ • 11 

S- 2 (s 2 — T- 2 ) (m 0 ' 2 — 1) . 


, — 3 _ • 6 '- 

1 P2 


P 2 + 3 2 • 


= 1 : 


K = 


m"- 2 3 2 — o- 2 


^3 


(mô^* 52 ■— m o 2 a ~ 2 ) (1 — ™ô~ 2 ) 


Les termes de la matrice d’admittance de F 2 se décomposent comme suit : 


(5.16) 


avec : 


(5.17) 


1 „ _ P (P 2 + 3- 2 ) (P 2 + mô 2 c 2 ) = h . p , K P 

\ (P 2 + * 2 ) (P 2 4- m'~ 2 3 2 ) 1 

/ // o z 


P 2 -f 3 2 m 0 '- 


+ h'â 


P 2 + 


P 2 -f- 3 2 


^ Aî = 1 ; h; = 

j h; 1)(5 ' J 5_s > 


» = *~ 2 (1 — m ô~ 2 ) (m; 2 3 2 — /Up— 2 3 2 ) 
/ _ 

0 


1 — ™o“ 2 5-2 


(5.18) 


y o 


•*_/». , /la P 

' [> ' I>2 


Si on pose, a étant un nombre positif arbitraire inférieur à l’unité : 

(1 *)/!,. /la P 

P 2 , 3 — 2 y °° “ P ' P 2 I 3 2 

la relation (5.11) est satisfaite, tous les résidus des pôles satisfaisant à la condition de couplage serré. 
En effet, pour le filtre F„ on a : 

pour le pôle P — 0 : > /i, x 0 — 0 =0. 

— pour le pôle P = oo : 0 X h[ — 0=0. 

— pour le pôle P 2 = — m"~ 2 3 2 : 0 x —0 = 0. 

— pour le pôle P 2 = — 3- 2 : 

"'■'C 1 o' (m» - 2 3 2 ■— 3- 2 3 2 f/ip À’ ( 3 2 _ 3 2 ) /j _ 2 ( ., 2 _ () . 


h 2 A 2 


rn’ 


11 en est de même pour le quadripôle F 2 . 

Le pôle P = 0 qui n’existe que dans l’expression de y 00 correspond simplement à la mise en 

parallèle d’une inductance aux bornes. On peut la scinder en deux inductances arbitraires 

affectées au filtre F 2 et au filtre F 2 , et réalisant une admittance /i,/P. Il est encore plus simple d’en 
faire totalement abstraction et de considérer l’aiguillage comme formé de deux filtres minimum d’admit¬ 
tance effective finie à toute fréquence, complétés par l’admittance shunt commune h 2 /P. 

Dès lors, la réalisation des deux filtres F x et F 2 est immédiate d’après les résultats de l’annexe I. 
On écrira les matrices de (F 2 ) et (F 2 ) sous la forme : 

(5.19) 

(5.20) 


Y P 

A 2 

3-1 Ô' 

, p 

0 

0 

4 P 

0 

0 

1 P 2 4- 3 2 

3 i -5' 

K 

P 2 + m "- 2 ** 

0 

K 


0 

K 

Y - P 

/la 

‘Z o" 

P 

0 

0 

■i~ F 

0 

0 

P 2 ! ^ 2 

'Z 0" 


1 P 2 | m,;- 2 3 2 

0 

IC 

0 

a; 
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Chacun des quadripôles comporte, comme pour la fig. A7, un transformateur parfait. 

En réunissant les deux transformateurs en un transformateur unique à trois enroulements 
(1, n„ n 2 ) et en tenant compte de l’inductance shunt h,/ P, on obtient le schéma de la fig. 11. 

Dans ce schéma, on a : 

n _ ^2 = — ^(ml~ 2 * — c~ 2 ) h 3 (s 2 — mô ~ 2 g- 2 ) 

8' mi, (a 2 — s -2 ) ’ 2 cS" a 2 m'I (n 2 —<j— 2 ) 

et les éléments ont les valeurs suivantes : 


_Li<*) 0 __j_ m Q 2 g 2, g 2 

* 2 -m'„- 2 g- 2 

R * *(m'l~ 2 o*— m'a 2 a ~ 2 )(\—mü~ 2 ) 

R 2 s— 2 (1 —m'~ 2 )(m'l 2 a 2 —m' 2 a~ 2 ) 

1 

1 Ci — C;Rü) 0 — /i'm" 2 <j- 2 — ( m '“ 2 W—m'a 2 ? 1 ) 

(mi 2 -l)(mï 2 n 2 -m^ 0 - 2 ) 

I 

mi 2 g 2 — g— 2 

L J Ol - lin 111 fl J -- 

S 2 — m'„- 2 i- 2 

(5.21 ) : 

[ C a C/2 Rü) 0 — /l i - 1 

c% — C 2 R iü q — h j — 1 

1 

(mï-* 82 - «“*) «* 

* - — mfr 2 g- 2 

1 

' 3 3 R (<j 2 -c- 2 ) (mj 2 -1) 

3 3 R ^(mî*-l)(«*-ff-*) 

’ cô — Ci Rio 0 — h', a 2 — (a2 

/■" — r # (ml 2 — l)(* — c- 2 ) 

^3 v -'3 A 1 0 11 2 _.. .» _ 

m„ 2 a 1 — a— 2 

3 3 0 ^ ml 2 *-a- 2 


et enfin : 

(5.22) l = L w 0 /K = h~ l = m' a l m”-. 

Le schéma de la fig. 11 est intéressant car il ne comporte qu’un seul transformateur à trois 
enroulements. Il apparaît nettement qu’il ne diffère d’un schéma en échelle que par la transformation 
d’impédance qui n’est pas la même pour les deux filtres. On peut évidemment éviter tout transforma¬ 
teur en faisant passer tous les éléments réactifs du côté des bornes communes 00' et en donnant au 
filtre Fj une résistance de fermeture R, /n\, au filtre F 2 une résistance de fermeture R /n\. 



Fig. 11. — Aiguillage Fig. 12. — Aiguillage 

formé de deux passe-bande (2/2 K K'). forme de deux passe-bande (2/2 KK') (Variante). 


Il est d’ailleurs possible, pour certaines valeurs des paramètres, d’assurer ces transformations 
d’impédance à l’aide d’un réseau de capacités, suivant le principe bien connu imaginé par Norton. 
On parvient alors au schéma de la fig. 12 dont les éléments peuvent être calculés directement de la 
manière suivante. 


Pour le filtre Fi on a d’après (5.14) : 


= K P , \ K P 2 -1- K + K\ P 

P 2 + m"~ 2 * 2 ^ P* + s-* 


h' P 

Le terme - 3 „_ 2 —- correspond au même circuit résonnant série l[ c\ disposé entre les 

1 -f- ITIq G- 

bornes 11' que dans le cas précédent. On a par ailleurs : 


(5.23) 


I h[ R 2 "F hj s 2 h' 2 

P 2 + c- 2 


/1 P R [Ïï2 + R 2 + v-t 

F R __L)_ Ï3 ~F iv _ -Ta 4- ï4 /1 

P 2 + R” 1 (Ta + Ï4)-‘ 


L’admittance vue des bornes 00', le terme h ,/P étant exclu s’écrit de même : 


h 2 P = _P 

P 2 + o- 2 P 2 + ï'~ l (y' + vi)—i ‘ 


(5.24) 
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ri + J 3 T ‘ 


L’identification des constantes dans (5.23) et (5.24) conduit aux relations : 

= K = 1 ; V-i \i±4] =K+h[ = h 

Lï3 + Ï 4 J 1 


ri + ï 4 

La première équation s’écrit : 

T3 Y J (y 3 + ïi) = 1 — T2 • 

Par soustraction de la troisième à la seconde, il vienl : 


; + =-•; r — ; V-,,-.. 


th \'(2 — 1 + Ygj 


T 3 Y4 _ 1 _ (1 — Ya) 

L'1'3 + Y4 Ï 4 Y3 + Ï4 . 


soit encore : 

Des relations : 

(5.25) 


(1-T2) 2 ; 


= 0 Y 2 ) 

Ï3 Ï4 


1_1_ 

Lï4 Ï3 + Y 4 J 


= *2 


1-Ï2= .‘ V\ -Ï4\/ÿ- 

13 + Ï4 V 


YsAïs + Y4) = V^/lh ; 1/(T3 + Y4) *= 1 s -2 , on tire 

Ts = t 2 =- ® K — m ô~ 1 ) = = r 3 ' Rw. 

Y 4 hi'-j- 


vne/ r * ( /n o~ 2 


^ - 1 - \/g ■ »"• 


Enfin : 


- h,-' = 


__ <Li 

‘ H ' 




(1 — m'~ï) (m"~- — *-*) K \/ - J Q 

Les capacités sont positives, donc le schéma physiquement réalisable, pourvu que lelTïïiëgalftés : 


ml (ï 1 — r ^ i ) 


< 1 , 




8' | 1 - - 1 < 1 
6 (m;- 2 a 2 — c- 2 )J 


T ^ — T- 2 ) 

soient satisfaites. 

Le calcul est absolument identique pour le filtre IL et conduit aux relations : 


(5.2b) ^ 


I yL- 


On" ml ') î-'ô', 

Y -4 - v l K“o i- 1 *' 

.-loi 1 ■t’ -3 )], 

l T 2 — /T ),',- 2 a - 2 J 



( 1 — — c“ 2 ) ‘ 

Le filtre F, est physiquement réalisable suivant le schéma de la fig. 20 si les inégalités : 


m'I 1 --) 

- — ml 2 'j 2 


8 » fi—~-! z2 '| < 1 

L T 2 — J 


sont satisfaites. 


VII. — AIGUILLAGES OCTOPOLES D’IMPÉDANCE CONSTANTE. 

7.1. Principe. 

Une généralisation intéressante de l’aiguillage hexapôle passe-bas-passe-haut d’impédance 
effective constante, étudié aux chapitres III et IV est constituée par l’octopôle représenté schéma¬ 
tiquement sur la fig. 13. Un tel aiguillage comporte deux filtres passe-bas et deux filtres passe-haut 
disposés de telle façon que chaque paire de bornes d’un passe-bas est reliée à une paire de bornes d’un 
passe-haut. Sur la figure, les filLres ont été disposés en parallèle, mais ils pourraient aussi bien être 
disposés en série; l’ensemble possède quatre accès équivalents. 

Un tel montage a un intérêt pratique certain : dans beaucoup de systèmes à courants porteurs 
à deux fils et à deux bandes de fréquences, on utilise un schéma de ce genre, les bornes opposées 11' 
et 33' étant réunies par exemple à deux sections de câble successives, les bornes 22' et 44' étant connec¬ 
tées respectivement à l’entrée et à la sortie d’un amplificateur unique utilisé pour les deux sens de 
transmission. 

Nous allons étudier ce montage eL montrer qu’il est possible de spécifier les filtres de l’aiguillage 
de telle façon que l’impédance effective reste constante, à toute fréquence, pour toutes les paires de 
bornes — celles-ci étant d’ailleurs équivalentes et permutables. Une autre propriété de ce montage 
est l’absence complète d’interaction entre les bornes opposées 11 '-33' d’une part, 22'-44' d’autre part. 

Un réseau de ce type entre dans la catégorie des réseaux biconjugiiés de Belevitch [13]. Ils sont 
équivalents aux aiguillages octopôles utilisant deux transformateurs différentiels, imaginés par Lau¬ 
rent ([3], [4]), mais présentent sur ces derniers les mêmes avantages pratiques que les filtres en échelle 
ordinaires sur les filtres en treillis ou les filtres différentiels. 
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Examinons en premier lieu la matrice d’admittance de l’octopôle représenté sur la fig. 13, les 
deux passe-bas étant identiques et symétriques, les deux passe-haut identiques et symétriques. 

7.2. Matrice d’admittance (ou d’impédance) de l’octopôle. 

L’octopôle peut être considéré comme formé de deux hexapôles semblables comportant chacun 
un filtre passe-bas et un filtre passe-haut (fig. 14). Sur un quelconque des quatre filtres, nous intro¬ 
duisons un croisement de connexions, ou si on préfère un transformateur parfait de rapport— 1. Il est 
clair en effet que, si les quatre accès sont terminés sur des résistances d’utilisation de même valeur et 
si les deux couples passe-bas-passe-haut sont rigoureusement identiques, une tension appliquée à 
l’un des accès (11' par exemple) engendrera des courants qui, après passage dans les deux chemins, 
auront la même valeur dans l’impédance terminale 33'. Ces courants seront en opposition de phase 
si on effectue le croisement de connexions sur un des deux chemins. On obtiendra ainsi, comme nous 
le vérifierons, un affaiblissement infini, à toute fréquence, entre accès opposés. 



Fig. 1 1. Dccomposilion de l'oclnpôle en deux hexapôles. 


Désignons par Y', Y" les matrices d’admittance d’un filtre passe-bas et d’un filtre passe-haut. 
Ces matrices s’écrivent, si les filtres sont supposés symétriques : 

y u y" 12 

y 12 y ii 

La matrice du premier hexapôle de la fig. 14 s’écrit, comme on l’a vu au § 3.2 (formule 2.1), 




y'îi + y" ii ■ 

y'i 2 

y" 12 

( 6 . 2 ) 

Ya = 

y 12 

y’ ii 

0 



y" 12 

0 

y" ii 


Le deuxième hexapôle de la fig. 14 a une matrice Yj, semblable, à ceci près que y" 12 doit être 
changé en — y" 12 pour tenir compte du croisement de connexions. 

Réunissons maintenant les deux hexapôles partiels pour former l’octopôle, on aura alors, entre 
courants et tensions, les relations suivantes, avec des notations qui résultent de façon évidente de la 
numérotation des accès de la fig. 14 : 

( la — La * Lb L 22 L 2 a — LJ/,b 

I l.j 1 ',a f I 2l> 11 1 4a t : 2lï 


( 6 . 1 ) 


y .. 

y'12 


// ' 1 2 
y'u 


(6.3) 
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Par ailleurs, entre ces grandeurs existent par définition de Y a et Y b les relations que l’on peut 
ecnre sous forme matricielle : 


(6.4) 



U 3 

U 2b 

U 4b 


De (6.3) et (6.4) on déduit, par élimination des grandeurs auxiliaires I 2a , I 4a , I 2b , I 4b , U 2a , U 2b , 
U 4a , U 4b , la matrice Y de l’octopôle. 

Elle prend la forme suivante : 


y\i + y" ii 

y 12 

0 

y 12 

y' u 

y' u + y” ii 

— y"> 2 

0 

0 

- y"in 

y'ii + y" ii 

y'12 

y" ii 

0 

y' 12 

y'ii L y"a 


La formule (6.5) est une généralisation de la formule (2.1) relative à l’hexapôle. Les quatre 
zéros du tableau des coeffieients sont caractéristiques de la mise en parallèle de quadripôles pour 
former l’octopôle. L’identité des admittances en court-circuit pour les quatre paires de bornes (diagonale 
principale) résulte de l’hypothèse de filtres symétriques, deux à deux semblables, et était évidente 
a priori, tous les accès étant équivalents. 


7.3. Matrice de répartition d’un aiguillage octopôle d’impédance constante. 

Les termes de la matrice (6.5) peuvent être rattachés, comme nous le verrons par la suite, à 
trois polynômes, exactement comme dans le cas de l’hexapôle. Pour démontrer ce résultat, on peut 
opérer comme au S 3.3 et exprimer que l’impédance effective est constante pour une quelconque des 
paires de bornes. Cette condition conduit, comme on peut le vérifier, à la relation : 

(6.6) (u ii + y"n ) 2 = i + y 12" f y"i2 2 - 

On obtient aussi la relation (6.6) en exprimant que l’affaiblissement entre accès opposés est 
infini, à toute fréquence. Il en résulte que les conditions d’adaptation parfaite et d’absence d’inter¬ 
action entre accès opposés sont équivalentes; en d’autres termes un octopôle ayant la matrice (6.5) 
ne peut présenter une impédance effective constante si l’affaiblissement entre accès opposés n’est pas 
infini. 

Dans le cas de l’hexapôle, l’étude a été conduite directement à partir des matrices d’admittance, 
et on en a déduit la matrice de répartition du réseau (cf. Annexe II). On arrive en pratique au résultat 
d’une façon plus directe en utilisant la matrice de répartition elle-même, et en en déduisant ensuite la 
matrice d’admittance. C’est la voie que nous allons suivre maintenant. 

Considérons l’octopôlc de la fig. 13, terminé sur quatre résistances égales à R, et désignons par 
P, , p 2 , p 3 , p 4 , les coefficients de réflexion effectifs aux quatre accès, par x,j les coefficients de transmis¬ 
sion entre bornes d’indices i et /. Les conditions d’adaptation et de non interaction entre accès opposés 
s’écrivent, en tenant compte de la symétrie du montage et du croisement des connexions : 

t 21 ~ T 12 = T 34 = T 43 ; 

*13 “ *31 ' *24 — *42 = 6 . 

Par analogie avec les formules (2.7), ou eneore par généralisation de la matrice de répartition 
de l’hexapôle, donnée à l’annexe II (§ A2.3), nous pouvons poser : 

(6-8) - 12 flü, -u = h/g , 

où f et h sont des polynômes pairs et impairs de la variable P, et g un polynôme de Hurwitz. 

La matrice de répartition 2 de l’octopôle s’écrira ainsi : 


0 

f/y 

0 

h/g 

f/y 

0 

— h/g 

0 

0 

— h/y 

0 

f/y 

h/g 

0 

f/y 

0 


La synthèse n’est possible que si 2 est la matrice de répartition d’un réseau réactif physique¬ 
ment réalisable. La condition nécessaire pour qu’il en soit ainsi, f, g, h étant des polynômes, est que 
2 soit unitaire : 

( 6 . 10 ) 2 2 * = 1 , 

2* désignant la matrice associée, identique à la conjuguée puisque. 2 est symétrique. 


(6.7) 


?i = ?2 = ?3 — ? / i = fl ; 

~13 ~ ~31 — : ~42 7 
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La relation (6.10) se réduit à (6.11) où f désigne la conjuguée de f : 

(6.11) fT+ hh = gg ; — fh + hf= 0 . 

En choisissant f pair (t 12 étant relatif à un filtre passe-bas), h doit nécessairement être égale¬ 
ment pair (h — h = 0). La première relation (6.11) s’écrit alors : 

( 6 . 12 ) P + h 2 = g g = Ci 2 — U 2 . 

Elle est identique à celle (2.15) de l’hexapôle (§ 3.3), la fonction d’écho o = h/f étant paire. 
Exactement comme pour l’hexapôle, <f> = h/f caractérise l’affaiblissement effectif d’un des 
passe-bas, tp— 1 celle d’un des passe-haut (relation (2.4)]. 

De la formule (6.9) on peut déduire immédiatement la matrice Y, par un calcul inverse de celui 
effectué dans l’annexe IL On écrira : 

(6.13) Y = (1 + S)- 1 (1— S) =1—2(1 +S)~‘S. 

En effectuant cette transformation on trouve, G et U désignant la partie paire et la partie 
impaire de g, liées à f al h par la relation (6.12) : 


G/U 

- C/u 

0 

-h/U 

-fl u 

G/U 

h/U 

0 

0 

h/U 

G/U 

- fl U 

— h/U 

0 

- f/V 

G/U 


Cette matrice s’identifie avec la matrice (6.5) en posant : 

(6.15) yi, + yï t = G/IJ ; y\ t - — f/V ; i/î, - hjV . 

La matrice (6.14) constitue une généralisation manifeste de celle (2.18) du S 3.3, relative à 
un aiguillage hexapôle strict ayant une fonction <p paire. Elle est d’une forme extrêmement simple et 
permet de résoudre le problème de synthèse de l’octopôle. 

Remarque. — L’expression (6.9) de la matrice de répartition conduit nécessairement à une 
fonction <p paire. On peut vérifier facilement que si les termes de la deuxième diagonale de (6.9) ont 
le même signe et sont tous égaux à h/g, la condition de non-dissipation conduit h f 2 — h 2 = g g avec 
<p impaire. Un tel réseau est également d’impédance constante et sans interaction entre accès opposés. 

Mais il conduit à une matrice d’admittances qui ne peut s’identifier avec la matrice (6.5), aucun 
terme de. cette matrice n’étanl nul. 

Donc le cas de. tp impair ne correspond pas à une mise en série ou eu parallèle de quadripôles, 
conformément au schéma de la fig. 13; le. réseau ne peul être réalisé qu’avec des transformateurs à 
plusieurs enroulements et nous le laisserons délibérément de. côté dans cette élude. 

Il est remarquable que l’aiguillage octopôlc ne présente pas le même caractère de dualité que. 
l’aiguillage hexapôle étudié aux chapitres précédents. 

7.4. Relations entre les fonctions f, g, h. 

Dans le cas de l’hexapôle, la donnée, des polynômes f ', y, h liés par la relation (2.15), suffit à 
déterminer l’aiguillage et la synthèse est toujours possible. Il en va tout autrement dans le cas de 
l’octopôle et c’est là une singularité assez remarquable. Nous allons montrer que f , g. h doivent être 
liés par d’autres relations que (6.12) (équivalent à (2.15)) en d’autres termes que la synthèse est impos¬ 
sible si on choisit deux polynômes pairs f et h quelconques. 

Considérons en effet un des passe-bas de l’octopôle. Il est caractérisé par sa matrice d’admittance : 

(6.16) yîi ,(/;* = —//U, y« = j/û. 

L’impédance effective de l’aiguillage étant constante, les quadripôles composants doivent être 
minimum, car sinon l’admittance effective ne resterait pas finie quelle que soit la fréquence (Annexe I, 
§ A.l .6). Il en résulte que les résidus des pôles de la matrice Y' du passe-bas satisfont à la relation de 
couplage serré; si h[ t , h; 2 , hh désignent les résidus de yh, ;/' 12 . ;/ 22 - y',, pour un pôle quelconque, 
on aura : 

(6.17) h'u* — hj 2 2 — 0 , soit: h[, = h', 2 

(les résidus de y'n étant nécessairement positifs). 

Donc, la donnée de y j 2 = — f /U définit entièrement le passe-bas composant et de même la donnée 
de y'h = — h/U définit entièrement le passe-haut composant. Cette circonstance provient du fait que 
les quadripôles sont symétriques et minimum. 

D’autre part, d’après un résultat démontré dans l’annexe 111, les pôles de l’admittance (ou de 
l’impédance) de transfert i/' l2 d’un filtre symétrique minimum sont nécessairement situés dans sa bande 
passante. 
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Les pôles de yb = — f/U qui sont aussi pôles de yL sont donc séparés des pôles de y( 2 = — h/U 
qui sont aussi pôles de y J,. Or ces pôles étant les zéros du polynôme impair U, la séparation en deux 
classes distinctes (dans la bande passante du passe-bas pour le passe-bas et dans la bande passante 
du passe-haut pour le passe-haut) n’est possible que si U divise le polynôme f x h. Cette condition est 
d’ailleurs suffisante. 

Il est donc clair que si f et h sont choisis arbitrairement, le polynôme de Hurwitz g, qui s’en 
déduit par la formule (6.12) a une partie impaire U dont les zéros n’ont à priori, aucune raison de 
coïncider avec certains zéros de f et h. Le choix de f et h paraît donc délicat et la condition que U divise 
le produit fh restreint considérablement, semble-t-il, les possibilités de synthèse des aiguillages octo- 
pôles. Nous allons montrer, au paragraphe suivant, que l’utilisation des fonctions d’affaiblissement 
classiques (fonctions Q), permet de simplifier considérablement le problème. Ici encore, l’utilisation 
des fonctions Q apparaît comme un moyen extrêmement commode d’effectuer la synthèse des aiguillages. 


7.5. Représentation de la matrice d’admittance à l’aide des fonctions « Q ». 

La substitution des fonctions Q complémentaires aux polynômes /", y, h résulte immédiatement 
de l’analogie entre la matrice (2.18) de l’hexapôle et celle (6.14) de. l’octopôlc. Nous poserons comme 
au § 3.5 (cas 2a) : 

f/U ^ y 2 \Jq\ - 1 , h/U — \' y ss-. 1 , O/U =- y, q t 


<h et y 2 étant deux fonctions complémentaires associées. 

Dans ces conditions, la matrice Y de l’octopôle, donnée par (6.14), prend la forme : 


(6.18) 


<h <h 

— <h V'7? 

<h V Vi 1 

7. <h 

0 

V '/! 

v y i—i 

0 


0 

V ?!-1 


V. <h 

<h \ <l ï — 1 


V'/i-ï" 

0 

<h V v ï — i 
<h <h 


Dans (6.18), q, est une fonction de degré pair, y 2 une fonction complémentaire de degré impair. 
Bien entendu, en échangeant q , et y 2 (y, de degré impair, y 2 de degré pair) on obtient le cas correspon¬ 
dant au cas (2.a) du § 3.5. Mais, comme nous l’avons vu précédemment, les pôles de yb et de y! 2 
doivent être séparés, de sorte que y, et y 2 ne peuvent être choisis arbitrairement parmi toutes les fonc¬ 
tions complémentaires associées possibles. 


Supposons que l’on choisisse une fonction y 2 de degré impair quelconque (pour fixer les idées, 
y 2 caractérise l’affaiblissement, du filtre passe-haut F 2 ). Le filtre F 2 est entièrement déterminé par 

yf 2 =- — \'q \— 1, donc par la fonction y, seule (cf. § 7.4). Les pôles de y 2 sont situés dans la bande 
passante de F 2 , c’est-à-dire dans la bande atténuée du passe-bas F,. 

D’après la remarque faite au paragraphe précédent, les pôles de y 2 ne peuvent donc être pôles 

de yb — y 2 \ y?—1. Il en résulte que q \—1 doit s’annuler pour les pôles de y 2 . La fonction y, 
doit donc être choisie de telle façon que les pôles de y 2 figurent parmi les racines de y'i— 1. 

Réciproquement, si y 2 est une fonction de degré impair quelconque, q l une fonction complé¬ 
mentaire associée de degré pair, telle que tous les pôles de y 2 soient racines de y'i — 1, l’octopôle est 
réalisable. En effet, la matrice (6.18) est une matrice de réactances. Les pôles de y ; 2 sont les pôles de y t 
situés dans la bande passante de F, et les pôles de y'b sont ceux de y 2 , situés dans la bande passante 

de F 2 ; pour un pôle a de y,, le résidu de yi, est [(P 2 + a 2 ) f/jj'p x y 2 (a) et celui de yb = y 2 \ q \—1 
a la même valeur absolue ; pour un pôle a de y 2 , le résidu de yî, est [(P 2 + a 2 ) y 2 | p puisque y, (a) = 1 

et celui de y" 2 a la même valeur absolue. La séparation des pôles de y n — y b + y b — y, y 2 en deux 
classes, appartenant respectivement au passe-bas F ; et au passe-haut F,, est donc réalisée et la condition 
de couplage serré des résidus de ces pôles est satisfaite. Toutes les conditions de réalisation de l’aiguillage 
octopôle sont donc remplies et le problème est résolu. 

La grande simplification apportée par l’utilisation des fonctions « Q » provient de ce que Tune 
des impédances de transfert (y'( 2 dans l’exemple choisi) ne dépend que d’une seule fonction y 2 , qui 
peut être choisie arbitrairement parmi toutes les fonctions de degré impair possibles. y 2 étant choisie, 
la fonction q 2 la plus simple permettant de réaliser un aiguillage s’obtient en choisissant la fonction 
complémentaire de degré pair prenant la valeur ± 1 pour les pôles de y 2 . On peut d’ailleurs se fixer, 
si nécessaire, d’autres racines de q\ — 1 en augmentant le degré de q x . 

La détermination d’une fonction q t à l’aide de ses points ± 1 est classique; il suffit de consi¬ 
dérer q 1 comme composée de fonctions élémentaires du premier degré, la première y a prenant la valeur 1 
pour le premier pôle a de y 2 , la deuxième yb ayant la valeur 1 pour le deuxième pôle b de y 2 , etc... 
On écrira, d’après la règle de composition ordinaire : 


(6.19) 


7i + 1 _ 

(1* + l f . 

/7b + IV* 

..> + r f 

<h - 1 

\7 a 1 

\y b — 1 1 

\y> - i/ 


ce qui définit la fonction y, minimum satisfaisant au problème. 
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Il importe de remarquer que les pôles a, b,... I de q 2 ne sont pas des fréquences d’affaiblissement 

infini du filtre F 2 , quoiqu’ils soient racines de ql — 1 ; en effet l’admittance de transfert y [ 2 = — q 2 \ /q\ — 1 
garde une valeur finie quelconque aux fréquences a, b,... I. Les fréquences d’affaiblissement infini de 
F, sont les zéros de y' l2 , donc les zéros de q 2 et ceux de ql — 1 qui ne coïncident pas avec les pôles de q 2 . 

L’affaiblissement effectif des filtres Fj et F 2 dans l’aiguillage se détermine exactement comme 
dans le cas 2a) (ou son homologue 2b) de l’hexapôle (§ 3.6). La matrice (6.18) étant tout à fait semblable 

à la matrice (2.43), l’affaiblissement effectif de F, est A t — — log (1 -f |o|-] et celui de F 2 

Z 

est A 2 = -i- log [1 + |<f| —2 ] avec : 

(6,20) ¥ = = tt ■ ~ ^-- — = , formule analogue à la formule (2.50). 

f 11 f <1 » \/?ï—i 

L’octopôle ayant une impédance constante à toutes scs paires de bornes, l’affaiblissement effectif 
A, coïncide exactement avec l’affaiblissement de courant ou de tension du filtre F 2 , ce qui n’est pas 
le cas pour l’hexapôle car ce dernier n’est pas parfaitement adapté à toutes ses paires de bornes. 

7.6. Aiguillage octopôle à coupures distinctes. 

Il peut être parfois avantageux, comme dans le cas des aiguillages hexapôles, d’utiliser des 
filtres à fréquences de coupure distinctes, l’impédance effective restant approximativement constante, 
sauf dans l’interbandc. Théoriquement, une telle disposition est inutile puisque Poctopôle strict a un 
affaiblissement infini entre accès opposés, 'toutefois, cette absence d’interaction n’est pas parfaite 
car elle repose sur une compensation des courants traversant les deux chemins de l’aiguillage. Il n’est 
guère possible, en pratique, d’obtenir, avec un aiguillage strict, un affaiblissement, entre accès opposés, 
dépassant 3 à 4 N au milieu de l’interbande. Le décalage des frontières des deux filtres assure, au 
prix d’une certaine désadaptation, un affaiblissement beaucoup plus considérable. 

On procède exactement comme pour l’hexapôle. Les deux fonctions </, et r/ 2 ne sont plus complé¬ 
mentaires, mais à points de branchement distincts, et on obtient une matrice de réactances en faisant 
intervenir une fonction auxiliaire q 0 (fonction impédance d’un coupe-bande). On obtient alors, à la 
place de (6.18) : 



q » f/i 'L 

- <b <h V/<7f — 1 

0 

-Vqi— i 

(6.21) Y 

q« q 2 s 'ql i 

q » 7. </ 2 

V </ I 1 

\ </ t > 

0 


0 

</» </. <L 

7» </. v yi — i 


\ <71 l 

0 

</(. </ 2 \ ql l 

q» </i </ 2 

Dans (6.21) 

la fonction q , est 

une fonction de 

degré pair ayant un 

facteur \ P 2 4 


la fonction r/ 2 est de degré impair, avec le facteur P 2 + ml 

et q„ est par exemple de la forme (P 2 + l)/\/(P 2 4- m 0 - 2 ) (F 2 + ml) 
(avec les notations du § 4.2). 

Comme pour l’octopôle strict, ql — 1 doit s’annuler pour les pôles de </ 2 . Les résidus des pôles 
de yh et de y' 12 sont tous égaux en module (pôles de q 2 ), mais ceux de yh et de y'/ 2 ne sont égaux en 
module que si q„ est égal à 1 pour les pôles de q 2 . Là encore apparaît une différence essentielle avec le 
cas de l’hexapôle : la fonction q 0 ne peut être choisie arbitrairement parmi les fonctions impédances 
de coupe-bande, mais se trouve en fait déterminée, comme q u à partir de q 2 . 

On peut remarquer que les zéros de q„ qui annulent y' 12 sont des pôles d’affaiblissement du 
filtre F', situés au milieu de l’interbande. 


7.7. Synthèse des octopôles, exemples élémentaires. 

1 er exemple: octopôle strict (1;05). — L’octopôle strict le plus simple possible s’obtient en 
prenant pour fonction q 2 une fonction du premier degré (qui correspondrait à une demi-cellule de filtre 

passe-haut en échelle) : q 2 = y/P 2 + 1 • 

La fonction q 2 associée doit être du deuxième degré et être égale à 1 pour le pôle de q 2 , donc 
pour P = oo. On obtient ainsi : 


2 P 2 + 1 

q i = - - 

2 P \/P 2 + 1 ’ 


\'q\ — i = 


î 

2 P y/P 2 + 1 ’ 


Les formules du § 7.5 donnent : 

yl i + yi'i = ti/U = </i</ 2 .= P + 1/2 P , 
y’i2 = — /■/U = — q 2 \ 'ql— 1 = — 1/2 P , 
yU = — h/U = — 


Vqi— i = — p . 
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On a donc immédiatement (conditions de couplage serré) : 

l/î. ~ 1/2 P, yïi = P. 

Le schéma de l’oclopôle, qui comporte en tout et pour tout deux inductances et deux capacités, 
est donne par la fig. 15. v 


R=1 



R=) 


Fig. 15. — Oclopôle (1 : 0,r>) d’impédance constante. 


Dans ce cas particulièrement simple, on a : 

f= 1, h = 2 P*, ÿ = G + U= 2P*+l+2P, ? = h/f = 2 P 2 

(affaiblissement du passe-bas : -jy log [1 + 4 fl 4 ], du passe-haut : — log ^1 + j - ■ 

2 e exemple : octopôle strict (2; 1,5). — Choisissons comme fonction associée au passe-haut une 
fonction du troisième degré (classe 1,5), ce qui correspond à une fréquence d’affaiblissement infini 
à distance finie (demi-cellule complétée par une cellule entière). La fréquence d’affaiblissement infini 
aura pour valeur normée avec = 1 — mf, m 2 étant le paramètre usuel. On en déduit : 



q , = V'P 2 + 1 


P 2 -I- (1 + m,) a 


Vql — i = 


P [l 2 + 1 — mi| 

2 m 2 ) P 2 —|— ( 1 —f— m 2 ) 2 


(1 + 2 m,) P 2 + (1 + m 2 ) 2 ’ * 1,2 1 (1 

Les pôles de q 2 , pour lesquels q, doit être égal à 1, mais qui ne sont pas pôles d’affaiblissement 
du passe-bas, sont Q; et ü; avec : 


Q'2 = (1 + fu 2 ) 2 _ 1 

1 -f- 2 m, 1 — m\ 


m, = 


m. 


1 + m 2 




1 .a fonction q 1 est composée de fonctions élémentaires de paramètres 1, 1, m u m,. On peut 
adjoindre d’autres racines à q \— 1, si on désire des fréquences d’affaiblissement infini particulières 
pour le passe-bas. 

La fonction q^ minimum satisfait donc à la relation : 


r\/P 2 + i + p I 2 

ry/P 2 + 1 + m, PT 

Lv x p 2 + î — p J 

L y/P 2 + 1 — m, P J 


on en déduit sans difficulté, puisque m x = m 2 /( 1 + m 2 ) : 




1 

P y/P 2 + 1 


2 (1 + 2 m 2 ) 2 P 4 + (3 + 10 m 2 + 8 mj) P 2 + (1 + m 2 ) 2 
2 (1 + 2 m 2 ) [(1 + 2 m 2 ) P 2 + 1 + m 2 \ 


et 


vVi—i 


P 2 + (1 + m 2 ) 2 /(l + 2 m,) 

2 P v/P 2 + 1 [(1 + 2 m,) P 2 + 1 + m,] 


Les grandeurs caractéristiques de l’octopôle s’en déduisent : 

G [P 2 + (1 + m 2 ) 2 ] [2 (1_+ 2 m 2 ) 2 P 4 + (3 + 10 m 2 + 8 m|) P 2 + (1 + m 2 ) 2 ] 

U 2 P (1 + 2 m 2 ) [(1+2 m 2 ) P 2 + (1 + m 2 )] [(1 + 2 m 2 ) P 2 + (1 + m 2 ) 2 ] 
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— q*\/ql- 


1 


P 2 + (i + m 2 ) 2 


1 12 - 


2(1 + 2 m 2 ) P [(1 - 2 mj P 2 + (1 + m,)] ’ 
P [P 2 + (1 — ml)] 


1 = 


(1+2 m 2 ) P 2 + (1 + m 2 ) 2 


Le filtre passe-bas F' résulte de la décomposition en éléments simples de y' 12 : 


y'n — 


h; , _HLP_ 

P ■P p. + (l + m 2 )/(l + 2 m 2 ) 


avec 


(1 + m 2 ) 
2(1+2 m 2 ) 


H' = 


/n 2 (3 + 2 m 2 ) 

2 (1 + 2 ’ 


Le filtre passe-bas étant symétrique et, dans ce cas particulier, topologiquement symétrique, 
il est commode d’utiliser le théorème de bissection de Bartlett. (Ce principe de bissection n’est pas 
toujours applicable car dans certains cas les filtres sont symétriques seulement au point de vue élec¬ 
trique). 

L’admittance du passe-bas bissecté est, en court-circuit. 


(?/)<■•• 



1 + m 2 1 
1 + 2 m, ■ P 


et, en circuit ouvert, 




H( P 

P* + (1 + m 2 )/(l + 2 m.) 



Fig. 16. — Passe-bas d’un octopôle strict (2 : 1,5). 


Fig. 17. Passe-haut d’un octopôle strict (2 : 1,5). 


Le développement en échelle comporte, comme le montre la fig. 16, une inductance série L', et un cir¬ 
cuit résonnant shunt 2 LJ, C 2 /2 ayant respectivement pour valeur : 

T ,^ 0 _ 1 + 2m, r , u i _ 1 + 2m, P'Rm _ 2 m 2 (3 +2 m 2 ) 

1 R ~ 1 + m 2 ’ 2 R 2 m, (1 + m 2 )(3 + 2 m.) ’ 2 ° (1 + m„) (1 H- 2 m.) 


Le pôle d’affaiblissement infini du passe-bas de l’aiguillage, représenté sur la fig. 16, est - 1 ! m 2 : 
c’est bien le zéro de q z comme l’indique la théorie. 

On procède de façon analogue pour le passe-haut, en décomposant y", : 


avec 


H( = 


. Y 

y " 2 = H ‘ ** + H * P 2 + (1 + m 2 ) 2 /( 1 + 2 m.) 

L’admittance du passe-haut bissecté est, en court-circuit, 
(y") ct = 2 j Hï | P =2P/(1 + 2 m 2 ) et, en circuit ouvert, 


Hî = 


2 ml (1 + m 2 ) 


1 +2m, ’ 

(y'V = p7+ (1 + i + 2 m,) 


(1 2 m 2 ) 2 

2 h: P 


R 



Les éléments du filtre, passe-haut, représenté sur la fig. 17, sont ainsi : 


(+ Rw„ 


2 

1 + 2 m ., ’ 


I , _ (1+2 m 2 ) 2 

R 8m,(l + m 2 ) ’ 


8 m 2 

(1 — m 2 ) (1 + 2 m 2 ) 2 


C'( Rm 
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Le pôle d’affaiblissement est évidemment £2"„ tel que £223 = 1 — cn\. La fig. 18 représente l’aiguil¬ 
lage octopôle complet. 

3 e exemple: Aiguillage octopôle à coupures distinctes. — En prenant comme fréquence de réfé¬ 
rence la moyenne géométrique des fréquences de coupure, nous désignerons comme d’habitude par m a , 
m„— 1 les fréquences de coupure normées. 

Prenons pour g 1 la fonction la plus simple du premier degré (classe 0,5) soit : 

<h = V/ P 2 +- m„- 2 /P , vVi— 1 = l/m 0 P . 

Nous nous plaçons ainsi dans le cas analogue au cas 2 b de l’hcxapôlc; la fonction q 2 du passe- 
haut sera de degré pair, et égale à 1 pour le pôle de qi (P = 0) on aura donc : 

= (P 2 + 2 ml)/2 m„ y/P 2 + ml , y/çl — 1 = ps/2 m 0 y/p 2 + m* 

En complétant ces deux fonctions par q„ = (P 2 f 1 )/\ / (P 2 + m„-' 2 ) (P 2 -|- m g) qui est égale à l’unité 
pour le pôle de q, (P = 0), on obtient : 


y'h — 


y'n = vVf 1 = i/m„P = y lt 


(inductance longitudinale) 


7» 7 


i\/gl — l 


— P (P 2 + 1) _ __ 1 p m 0 — m,-' P 
2m„ (l ,2 +ms) 2 m„ 2 P 2 + ml ’ 


P , m p — m,-’ P 

2 m„ 2 ' P 2 + ml ' 


d’où : 


R 



Fig. 19. — Octopôle (0,5 : 1 ) à coupures distinctes. 


Le passe-haut peut s’obtenir par bissection : 

(y"),c = P /m 0 ; (y") ou = ( m 0 — m„ _1 ) P/(P 2 + ml) = 0 P/(P 2 + m)l . (8 = — mr 1 ) • 

On en déduit le schéma complet de l’octopôle à coupures décalées, donné sur la fig. 19; le cir¬ 
cuit shunt du passe-haut résonne à la fréquence centrale £2 = 1, c’est-à-dire au zéro ds q 0 qui coïncide 
avec le milieu de l’interbande, comme l’indique la théorie générale. 


VIII. — CONCLUSION. 

L’étude qui précède expose essentiellement la théorie des filtres d’aiguillage d’impédance cons¬ 
tante, due à Cauer et Piloty. Cette théorie (et diverses généralisations que nous avons introduites, 
comme celles de la mise en parallèle des filtres de bande et des octopôles stricts) conduit à spécifier 
l’aiguillage comme un réseau complet à plusieurs paires de bornes, à partir de sa matrice d’impédance 
ou d’admittance. Nous avons particulièrement insisté sur la méthode, proposée en premier lieu par 
W. Brandt, qui consiste à utiliser les fonctions d’affaiblissement sur images classiques, à une pulsation 
de coupure, pour les filtres auxiliaires associés au réseau (filtres qui ne sont pas les composants de l’aiguil¬ 
lage lui-même). La méthode de Brandt possède de très nombreux avantages : elle fait apparaître la 
théorie de l’hexapôle et de l’octopôle comme une généralisation naturelle de celle des filtres ordinaires, 
elle permet de déterminer immédiatement la matrice d’admittance (sans effectuer de recherche d’un 
polynôme de Hurwitz auxiliaire), elle permet une généralisation extrêmement utile (hexapôles à coupures 
distinctes) et elle lève toute difficulté pour la synthèse de l’octopôle (conditions restrictives sur les 
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polynômes caractéristiques de l’affaiblissement). L’examen approfondi de cette méthode de Brandt 
nous a permis d’apporter, croyons-nous, de nombreux compléments aux travaux déjà publiés, en 
particulier à l’exposé fait par Cauer dans son ouvrage. 

Les exemples traités dans cet article sont, à dessein, tout à fait élémentaires. Il serait inexact 
d’en conclure que la méthode exposée ici est inutilisable pour spécifier des aiguillages d’ordre élevé. 
Quoique les calculs numériques soient laborieux lorsque les fonctions d’affaiblissement présentent de 
nombreux zéros et pôles, ils n’offrent aucune difficulté réelle et ont pu être mené à bien par des moyens 
ordinaires (par exemple machine à calculer à 10 décimales). 

L’auteur et ses collaborateurs ont pu spécifier, de cette façon, plusieurs hexapôles et octopôles 
stricts ou à coupures décalées de degré élevé (fonctions d’affaiblissement de degré 12 à 14, correspon¬ 
dant à des filtres de classes 6 ou 7). Les résultats obtenus ont été remarquables, l’affaiblissement de 
réflexion aux accès de l’aiguillage restant, malgré l’imperfection des éléments, de l’ordre de 3 à 4 népers 
jusqu’au voisinage immédiat des coupures (coefficient de réflexion compris entre 0,02 et 0,05). La spéci¬ 
fication d’un octopôle strict, par cette méthode, s’est révélée particulièrement économique, les résultats 
obtenus restant par surcroît très supérieurs à ceux donnés par les solutions approchées usuelles. 

Les avantages importants procurés par ce procédé de synthèse des aiguillages justifieraient, 

f )ensons-nous, une étude approfondie de méthodes pratiques de calcul qui faciliteraient le travail de 
'utilisateur. 

Remerciements. — L’auteur remercie Mme Querol et M. Bainsard, Ingénieurs à la C. I. T., 
qui ont participé activement au calcul et à la mise au point des aiguillages réalisés au Laboratoire. 
Il remercie également M. R. Leroy pour l’aide qu’il lui a apporté dans les développements d’ordre 
théorique. 


ANNEXE I. — THÉORÈME DE CAUER SUR LES QUADRIPOLES DE RÉACTANCES. 


Le très important théorème de Cauer sur les quadripôles réactifs constitue la généralisation de 
la propriété bien connue de décomposition d’un dipôle réactif en éléments simples (circuits résonnants 
élémentaires). Nous établirons ce théorème à l’aide du lemme classique suivant : 

Lemme. - — (Z) étant la matrice d’impédance (Z,„ Z I2 , Z 22 ) d’un quadripôle linéaire passif quel¬ 
conque Q, la forme quadratique 

F (p ; 7, -a) = À 2 Z>, (p) + 2 \ a Z 12 (p) + u 2 Z 22 (p) , 

où 7, [a sont des paramètres réels arbitraires (positifs ou négatifs), est l’impédance d’un dipôle réalisable 
par adjonction de deux transformateurs parfaits au quadripôle Q. 

Considérons en effet le dipôle de la fig. Al dont les accès sont les bornes 0, 0'. On a manifestement: 
F = c, + c 2 , c, = ).U 1( I, — \ I , e 2 = jaU 2 , I, = u. I , d’où : 

E — c 2 — [A 2 Z n -j- 2 a a Z 12 -f- ja 2 Z 22 ; I 

ce qui démontre le lemme. 

Or, on sait que l’impédance F (p) d’un dipôle est une fonction positive-réelle, c’est-à-dire : 

a) réelle pour p réel, 

b) telle que Ole [F (p)] ^.0 si Ole (p) = n >■ 0, f lie désignant la partie réelle. 

Donc F (p, 1, ;a) est une fonction positive-réelle. On dit alors que la matrice (Z) est positive-réelle. 

Si on pose Rjj = Ole (Zq) la forme quadratique f (a, u.) = a 2 R,, + 2 \>- a R [2 + u- 2 R 22 est 
définie, non négative, donc : 

Ru (p) R 22 (p) — R 2 u (p) ^ 0 pour Ole (p) = n > 0. 

Dans le cas limite où l’expression est nulle, la matrice est dite semi-positive. 

Un raisonnement identique pourrait être fait sur la matrice d’admittance (Y) du quadripôle. 
Il en résulte que la matrice (Y) = (Z)— 1 est également positive-réelle. 

AI.l. Théorème. — La matrice d’impédance (Z) d’un quadripôle de réactances quelconque 
peut être décomposée en éléments simples sous la forme : 


Y P 2 + «k 




. (o) 

.(O) 

Il a(0 

.00 

1 

.(■JO) 

h (oo) 

avec : 

H (0) = 

Un 

“12 

2. 

II 

“12 

X 

% 

II 

“il 

“12 



. (°) 
“12 

. (O) 
“22 

1 b\V 

.00 

“22 

1 

Aoo) 

“12 

( cc) 

“22 


où hii\ àiV, à 22 \ résidus de Z u , Z, 2 , Z 22 pour les pôles p 2 = — , satisfont aux inégalités suivantes : 

<o k > 0 , MV > 0 , Aff > 0 , h™ — [h\V |* >0 (k = 0,1, 2,... m ; oc) . 
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Une réactance quelconque Z peut être en effet décomposée en éléments simples : 


Z = fi (0) p - 1 f I /i (k) 


P 2 + w k 


+ A (co) P 


les /i (k> et w k étant réels, positifs ou nuis. Les pôles sont simples, imaginaires conjugués, à résidus positifs. 



Fig. Al. — Réalisation du dipôleF (/); V, p) — (p) + 2 >.p 7?is (p) + P ! 74, (/.»)■ 


Donc Z M , Z 22 qui sont des réactances sont susceptibles d’un développement de ce genre. D’autre 
part, d’après le lemme F (p) = V 2 Z,, + 2 7, p Z 12 4 - p 2 Z 22 , est l’impédance d’un dipôle et même 
une réactance d’après la fig. A.l si le quadripôlc est réactif. Par conséquent, puisque Z„(ou X 2 Z u ), 
Z 22 (ou p . 2 Z 22 ) et F (p) peuvent être décomposés en éléments simples, il en est de même de : 

2 7, p Z t2 = F (p) — a 2 Z„ — p . 2 Z 22 . On pourra donc écrire formellement : 


F (P) = (/ii°> + 2 1 a /l^ + h™ a 2 ) 


/! <k) 7 2 

-l + p^ n - 


+ 2 X u. h j 2 ^ -f- 


,(k) 


P 2 + W 


+ [/i ( 1 T >) 7 2 +2 7p.MT ! + /i ( 2 ?! 


F (p) est une réactance, quels que soient les paramètres À, p- réels. 

Donc les formes quadratiques lin 1 À 2 + 2 7. p. h [ k 2 + p 2 /i 2 k) sont définies non négatives. On en 
déduit immédiatement les relations d’inégalité 


“k > 0 , > 0 , 


tiï? > o 


^(k) ^(k) 

/«Il II 22 


_ f /j (k) [2 

L«12 J 


> 0 . 


La « réactance de transfert » Z 12 ne se distingue des réactances Z X1 , Z 22 que par la condition des 
résidus h[ k , qui ne sont pas nécessairement positifs. 


AI.2. Premières conséquences du théorème de Cauer. 

1° La condition /i ( , k) /i ( 2 k) —[7iî k) j 2 ^-0 montre que : 

a) si un pôle de Z n n’est pas pôle de Z 22 , il n’est pas pôle de Z 12 ; 

b) tout pôle de Z 12 est nécessairement pôle de Z X1 et de Z 22 . 

Cette dernière propriété est utilisée au § 2.2. 

2° La décomposition de (Z) en éléments simples montre de façon évidente que M = (1 + z 22 )/ 2 X2 
a pour dénominateur un polyn'ôme pair ou impair : en effet le dénominateur de z 22 et le numérateur 
de 2 12 sont eux-mêmes pairs ou impairs (remarque utilisée au S 2 . 2 ). 


.1° Considérons l’impédance effective d’entrée w Kl — 2 ,, - z( 2 /(l + 2 22 ) d’un quadripôle de 
réactances. Les pôles de 2, 2 sont nécessairement pôles de 2 ,, et de z 22 ; soit <.> k un tel pôle ; la partie 
principale de en <>> k est : 


i (k) 
■ ~ «il 


P 2 + "k* 


[ A» J* P = [ h (V __ jhjîl l P _ 

r(k) p' L L /, (k) J P 2 + <•>& 

11 22 “22 


JLe résidu de w e pour un tel pôle est donc positif. Si w k est pôle de z lx seulement, son résidu est A u 
également positif. Il est d’ailleurs clair que si le résidu d’un pôle n’était pas positif, l’impédance effective 
d’entrée w e ne pourrait être une fonction posilive-réelle. Cette propriété est utilisée au S 3.2. 


A 1.3. Cas des matrices semi-positives. 

Considérons la forme quadratique associée aux parties réelles des Z;j : 

f (L u.) = A 2 Ru + 2 7. u. R„ + u.' 2 R 22 


et supposons que pour un système donné de valeurs (7. 0 , ]x 0 ), non nulles simultanément, f p,,, p) 
s’annule pour un point p = p„ situé dans le demi-plan de droite. 

La fonction analytique F (a„, |a 0 , P) = Z X1 4 - 2 Z 12 p.„ 4 - Z 22 p-g a une partie réelle non 

négative dans le demi-plan de droite; d’après un théorème d’analyse classique, le minimum de la 
partie réelle de F ne peut être situé que sur la frontière, ou alors F se réduit à une constante. Donc F 
se réduit à une constante, qui est nulle puisque sur l’axe réel : 

F s Ole (F) = 0 (la fonction F étant positive-réelle) 
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on en déduit : 

F P'o i H-o > P) = Zj, [[a 0 /). 0 + Z 12 /Z as ] 2 = 0 Z 12 /Z 22 = Z,,/Z I2 = = Cte . 

Une matrice semi-positive a donc une impédance caractéristique nulle : 

Zu Z 22 — Z? 2 = 0 . 

et les rapports Z I 2 /Z 22 et Z n /Z 12 sont égaux et constants, à toute fréquence. 


A 1.4. Réalisation des matrices semi-positives. 

Supposons qu’aucun des termes Z lu Z 12 , Z 22 de la matrice semi-positive ne soit identiquement 
nul. On peut écrire : 


1 

Zi 2 /Z n 

= Z U 

1 n 

z 12 /z n 

Zaî/Zn 


n n 2 


n étant une constante. 


Le quadripôle est réalisé au moyen de l’impédance Z,, et d’un transformateur parfait de rapport 
Zu : Z ]2 = 1/n (fig. A2). 


Supposons maintenant que Z 22 soit identiquement nul; alors Z i2 l’est également. 




io~ 


lo- 


o 2 


o2‘ 


Fig. A2 (Z„ ^ 0) et Fig. A3 (Z„ = 0). 
Réalisation d’une matrice (Z) semi-positive. 


Fig. A4 (Y„ --A 0) et Fig. A5 (Y 2 « = 0). 
Réalisation d’une matrice (Y) semi-positive. 


La matrice devient : 


7—7 

Æa ii 


1 

0 

0 

0 


Elle est réalisable par le quadripôle de la fig. A3. 

S’il s’agit d’une matrice d’admittance (Y) semi-positive on obtient les quadripôles des fig. A4 

et A5. 


donnée. 


AI.5. Réciproque du théorème de Cauer et réalisation des quadripôles réactifs de matrice Z 


Toute matrice Z = H (0) p ~ 1 + Y _ 

ii /i.\ n -4 n l 


H 


H (k) = 


.(k) 

/in 

,00 

“12 

h w 

“12 

h (k) 

“22 


, . <k) + p, dont les matrices de résidus 

r P + w k 

satisfont aux relations h[ k) > 0, /î 2 V > 0, /i (k) /i (k) — [h^] 2 > 0 , est la matrice 


d’impédance d’un quadripôle réactif réalisable. 

En effet, une matrice partielle (z k ) peut s’écrire, en appelant z k une impédance p/(p 2 + w£) (où 
éventuellement w k = 0 ou encore u k = oo) ; 



,(k) 

Ak) 


Vu /«n—[A ( .V]* 

0 


;/i ( ,V: 2 

l.(kl 

(2k) = Zk 

“il 

“12 

= 2 k 

1 (k) 

«28 

+ 2k 

» (k) 
“22 

“ 12 


M 
“ 1 2 

h (k) 

“22 


0 

0 


Ak) 

“12 

1 (k) 
“22 


Les deux matrices dont la somme est (z k ) sont semi-positives et réalisables par les schémas des 
fig. A4 et 3. 


Si // 2 f = 0 , nécessairement/!^ 
le schéma de la fig. A3. 


0 et (z k ) se réduit à z k 




encore réalisable par 


Les matrices partielles, convenablement décomposées en matrices semi-positives, sont réali¬ 
sables ; la matrice (Z) somme des matrices partielles, s’obtient par mise en série des quadripôles compo¬ 
sants élémentaires. 


Les fig. A 6 et A7 montrent les schémas généraux auxquels conduit la méthode de décomposition 
de Cauer. Le mode de réalisation par décomposition en éléments simples de la matrice d’admittance ou 
d’impédance introduit des transformateurs parfaits. On évite en général ces transformateurs en réali¬ 
sant un quadripôle réactif équivalent sous forme de réseau en échelle. 




J. OSWALD. 


75 


Toutefois, l’intérêt théorique des schémas de Cauer est évident, et il ne faut pas oublier que la 
réalisation des treillis symétriques par un montage différentiel n’est rien d’autre qu’un cas particulier 



Fig. A6. — Réalisation d’une matrice 
de réactances (Z) quelconque. 



Fig. A7. Réalisation d’une matrice 
de réactances ( V) quelconque. 


de décomposition de la matrice (Y); si le quadripôle est symétrique, les transformateurs élémentaires 
ont le même rapport et peuvent être confondus en un transformateur unique à point milieu. 

AI. 6. Quadripôle « minimum » de rapport de transfert de courant ou de tension donné. 

Considérons le rapport de transfert de courants d’un quadripôle réactif : 

M = e 1 ’™ = I ,/— I, = (1 + z..)/zi* (1 -3) 

Ce rapport ne dépend pas de z„. Supposons donnés z 22 , Zn, donc M et cherchons les quadripôles 
ayant M pour rapport de transfert de courants. Ces quadripôles ont pour impédance effective : 

lü e — Zii z\ij{\ ~\- Z 22 ) 


Il suffit que z„ ait les pôles de z 12 (donc de z 22 ) le résidu du pôle correspondant de w e étant posi¬ 
tif ou nul pour que le quadripôle soit réalisable; de plus z tl peut posséder des pôles (à résidus positifs) 
distincts de ceux de z 12 et de z 22 . Or. nous avons vu que le résidu d’un pôle de w e qui est pôle commun 

de z„, Z 22 , z 12 est : h[ k , — [h^/hi?. 

Donc, l’expression générale de z u est, en désignant par z une réactance arbitraire, ayant des 
pôles distincts de ceux (<i)„ w 2 .. w m ) de z I2 : 


111 h ik> n m 

z„ = z + y " p = z + y 
4 p 1 + “i r 


~ h W _ \h\ k 2 
“ 11 


(k) 


p 2 + O 
m / (k) 

Dans le cas où la réactance z' = z + V («n - 
c’est-à-dire pour : 1 ' 

z = 0 et 


111 f 1_T*V Ho _ 

_j... y [An J P 

1 h w p 2 + *ê. 

11 22 


[MV]* 


p 2 + <»ii 


est identiquement nulle, 


,(k) ,t k) 

“11 “22 


11 12 


= 0 


(condition de couplage serré), on obtient un quadripôle dont l’impédance effective w e reste finie à toute 
fréquence, puisque les résidus de z„ et de zf 2 /( 1 -f z 27 ) s’éliminent. Ce quadripôle est le quadripôle mini¬ 
mum cherché. 

En effet, tous les autres quadripôles ayant les mêmes z 12 et z 22 ont pour z u : (Zi,) m j n + z', z' étant 
une réactance arbitraire : ils s’obtiennent par mise en série d’une réactance arbitraire avec le quadri¬ 
pôle minimum. 

Ce qui précède justifie les développements des § 2.2 et 3.2. 


AI. 7. Réalisation d’une matrice d’hexapôle de terme diagonal x I2 = x 2I identiquement nul 
par mise en parallèle ou en série de deux quadripôles ( § 3.2). 



^oo 

X 01 

Xo2 

Soit une matrice de réactances X = 

Xoi 

X n 

0 


X 02 

0 

X 22 


où les xjj sont des réactances, les xq des réactances de transfert. La décomposition d’une matrice de 
quadripôles en éléments simples peut évidemment se généraliser pour les 2 n pôles. On écrira : 

X -- p~ 1 H (0) + >: -^- H (k) + p H (00) 

' P 2 + “ê 1 
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avec : 


Ak) 

“00 

A (k> 

“01 

A (k) 

“02 


H (k> = 

/î (k) 

“01 

A (k) 

“11 

0 



/2 (k) 

“02 

0 

A (k) 

“22 


et les formes quadratiques ternaires du type 


F (X, v ) — A 00 X 2 + 2 X p. hoi + [a 2 A lt + 2 X v /i 02 + v 2 A 22 . 

sont définies, non négatives (l’indice k a été omis pour simplifier l’écriture). Il suffit de montrer qu’une 
telle forme peut se décomposer en deux formes binaires : 

( Fi (^» [a) = X 2 —)- 2 X p. h 01 + (J- 2 /in 

\ ('ïoo - “OU ~I “oo) 

\ Fj (X, v) = h'ôo X 2 -(- 2 X V h 02 + ' /2 A 22 

définies, non négatives, pour que la décomposition en deux quadripôles soit évidente. Si h tl = 0, 
nécessairement h 01 =0, F x = 0 et A 00 = h'ôo. Ce cas étant exclu choisissons : h' 00 = hlJh u . Alors : 
F, = X (X h'„o + (a /i 01 ) + H- (XA 0 i + 9 -Au) devient identiquement nulle pour [a/X = — A 01 /A u . Pour 
cette valeur particulière de [a/X, F 2 (X, v) se réduit à F qui est définie, non négative, par nypothèse. 
On peut donc décomposer F en une forme correspondant à une matrice de quadripôle semi-positive 
et une forme correspondant à une matrice de quadripôle positive, ce qui établit le théorème. 


ANNEXE II. — MATRICE DE RÉPARTITION DES AIGUILLAGES STRICTS. 


Rappelons tout d’abord brièvement la définition de la matrice de répartition d’un quadripôle 
(qui se généralise d’ailleurs facilement pour un 2 n pôles). 

Soit un quadripôle quelconque dont les courants entrant aux deux paires de bornes sont désignés 
par I x et I„, les tensions appliquées étant U t et U 2 ; U,, U 2 , I t , I 2 sont reliés par deux équations linéaires 
qui peuvent prendre diverses formes, en conduisant ainsi aux matrices de chaîne, d’impédance, d’admit¬ 
tance, etc. 

En prenant pour unité une résistance quelconque de référence (ce qui permet de supposer que 
les courants et tensions ont la meme dimension), effectuons la transformation : 


| ûi — (U i + Ii)/2 a 2 — (U, + I 2 )/2 

1 ii=(U, — U/2 A 2 =(U 2 — 10/2 


a„ <h sont les ondes incidentes, A, et b 2 les ondes réfléchies. 


Appelons a la matrice unicolonne 
matrices 


Ii 


Ui 

I. 

» 

u 2 


, b la matrice unicolonne 


On a sans difficulté, Z étant la matrice d’impédance du quadripôle : 

«-(Z + 1)1/2 ; A -(Z—1)1/2 

d’où : 1/2 == (Z + 1 )— 1 a et A = , avec 2 — (Z ----- 1) (Z 


et de même I, U les 


1 )- 


1 est la matrice qui associe les ondes réfléchies aux ondes incidentes. On l’appelle matrice de répartition 
de l’énergie. La matrice 1 est liée directement aux matrices d’admittances et d’impédances : 

£ = (Z — 1) (Z + l)-‘ = (1 — Y) (1 + Y )— 1 . 


Si w eU désigne l’impédance effective d’entrée du quadripôle vue des bornes 11' (les bornes 22' 

étant bouclées sur la résistance unité), le coefficient ï„ de la matrice vaut —- \ = p, coefficient 

w ei + 1 

1 # # _p 

. Enfin le terme S 12 n’est rien d’autre que e , 


w e 


complexe de réflexion; de même £ 22 = p 2 = 

w e2 + 1 

T étant l’exposant effectif (composite) de transfert. La matrice prend la forme très symétrique : 


- i>i - r 


e e 

p> 7 

+ l )- 1 = 


— r — 1 r» 


e e 

7 ?2 


Elle caractérise le passage de l’énergie à travers le quadripôle : t est le coefficient de transmission, 
égal à 1 si le quadripôle est « transparent» ; pi, p 2 les coefficients de réflexion, égaux à 1 si le quadripôle 
réfléchit toute l’énergie incidente et nuis si le quadripôle est parfaitement adapté. Ceci justifie le nom 
de matrice de répartition donné à 
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A2.1. Propriétés de la matrice de répartition 

1° Si on change w el en 1 /w el (passage d’un quadripôle donné au quadripôlc inverse) le coefficient 
de réflexion pj change de signe. De même Te changement de signe de w e correspond au passage de p à 

1 /p. 

2° Pour tout quadripôle passif, on a : (1 — ££*) > 0, où I* est la matrice associée à E 3 >. 
En d’autres termes, l’énergie transmise ne peut être supérieure à l’énergie incidente, ce qui peut s’écrire : 

i'p,i 2 + |t|*< i , |p.l‘ + N*<i. 

3° La matrice de répartition d’un quadripôle de réactances est unitaire. — Physiquement, l’énergie 
totale appliquée est soit réfléchie, soit transmise sans aucune dissipation dans le quadripôle, d’où : 

!Pi ! 2 + N 2 = |ps | 2 + l T i 2 = 1 • 

I P = A + j B (A affaiblissement effectif, B déphasage effectif) 

l' rl = A r + jB,., et l’ r2 = A r + j B rs (A r affaiblissement de réflexion à gauche 

ou à droite), 

il vient é ~ 2A + e —2Al = 1 , relation déjà établie d’une autre façon au S 2.1 (formule 1 . 8 ) et d’autre part : 

2 B — (B rl + B r .) = tc + 2 n tc , n : entier arbitraire. 

Mathématiquement, la matrice d’impédance Z est une matrice de réactances, dont tous les 
éléments sont imaginaires purs; S s’obtient, à partir de Z, par la transformation de Cayley : 
1 = (Z — 1)(Z + 1 )—' 1 qui transforme tous les points de l’axe imaginaire en points situés sur le cercle 
unité. La matrice est donc évidemment unitaire. 


A2.2. Application aux filtres symétriques et antimétriques. 

Filtres symétriques. — On a évidemment : p, = p 2 , donc B rl = B , 2 = B,, et B — B,. = F- nic . 
En faisant intervenir les polynômes f, g , h du § 1.3, il vient ; - 


v = e " e r II = P 7 h !u fl9 II 

e_l e 1 ' II 7 P fia h/g | 

Filtres antimétriques. — Les impédances effectives étant opposées, aux deux paires de bornes, 

on a : 

pi — p a, B,. a - B r , ± ” , B.B,. 0 | n - , 

d’où l’on déduit : 



h 

r 



f/y 


T 

~ f. 


f/y 

h/g 


A2..3. Généralisation: aiguillages d’impédance constante. 

La matrice de répartition d’un aiguillage d’impédance constante ou plus généralement d’un 
hexapôle quelconque s’obtient au moyen de la formule : 


- = (Z — 1) (Z + l)-‘ = (1 — Y) (1 + Y)-» 


où Z, Y sont les matrices du troisième ordre. Si on effectue le calcul sur la matrice (2.13) du § 3.3, 
on obtient, pour <p impair ; 


1 = (Z — 1) (Z + 1)“' = 


0 

Ff/9 

±f/y 

F h ! /g ! 

-+ h/g 

F fh/g 2 

__ 

0 

(T 1 ' 1 

e-" 

T- e 

c~ 

F e- (l ’ 1+, ' 2) 

i h/g 

F fh/g 2 

f f 2 /g 2 


r 1 ' 2 

e- (, ' 1+r2) 

T c- 2n 


où le signe supérieur est valable pour une mise en série, le signe inférieur pour une mise en parallèle 
de deux quadripôles. Le premier terme diagonal est identiquement nul, puisque l’impédance est 
constante aux bornes communes. Les autres termes diagonaux, donnent les coefficients de réflexion 
aux bornes 11 ', 22 '; ces coefficients sont liés directement à l’exposant effectif de transfert des deux 
filtres. Enfin, l’exposant de transfert effectif entre les bornes 11 ' et 22' est la somme des exposants 
de transfert effectifs des deux filtres. 


Un calcul identique, effectué sur la matrice (2.18) (<p pair) donne ; 


=(Z —1) (Z + i)-i = 

0 

± f/g 

± f/g 

1 ft 2 /? 2 

t h/g 

F fh/g 2 


0 e 11 e 1 2 

é~ 11 ± e - 2| 1 T e-'r.+ro 


± h/g 

3- fh/g 1 

-Fl 


e — l 2 T e - (ri+, ’ 2) ± e -21 ’ 1 


3) Identique à la matrice conjuguée, à cause de la symétrie par rapport à la diagonale principale. 
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le signe supérieur étant valable pour une mise en série, le signe inférieur pour une mise en parallèle. 
Les conclusions sont identiques. 

Remarque. — Un raisonnement direct permet de vérifier facilement que l’exposant effectif 
de transfert entre 11' et 22' est égal à T, + r 2 . Appliquons en effet une force électromotrice E aux bornes 
11' (fig. A 8 ). La tension U 0 en 00' est, par définition de r, et d’après les formules (2.3) et (2.4) du 

§ 2.2 : U. = E/2 e _ri . 



fig. A8. — Exposant effectif de transfert . 


D’autre part, le rapport de transfert des tensions pour le quadripôle Q 2 est égal à f’ 2 , donc. 
U 2 = U„ e 1 ’. On en déduit : ll 2 = E/2 e (l 1+1 2> ce qui démontre la proposition. 

La matrice de répartition d’un aiguillage strict, dont la forme est remarquablement simple, 
permet d’étudier par exemple l’impédance d’entrée, aux bornes 00 ', d’un aiguillage strict dont les 
bornes 11 ', 22 ' sont terminées sur leur propre impédance effective et non plus sur la résistance unité. 

En désignant par p, = ± e 21 2 , p 2 = ± e les coefficients de réflexion effectifs aux bornes 
non communes, on a, aux bornes communes : 

p 0 = P 1 P 2 [2 (p2 P l) 2 ]/( 1 Pi — P”) 

_2 P 2 

qui reste très petit, car dans la bande du passe-bas par exemple, p, = e est très faible en module, 
tandis que p 2 reste voisin de l’unité en module, avec un déphasage variant de façon monotone en fonction 
de la fréquence. Dans ce cas, d’ailleurs anormal, d’utilisation d’un aiguillage strict, l’adaptation sera, 
aux bornes communes, du même ordre de grandeur que celle, excellente en général, obtenue aux bornes 
non communes. 


ANNEXE III. — POLES DE L’ADMITTANCE ET DE L’IMPÉDANCE DE TRANSFERT D’UN FILTRE 

SYMÉTRIQUE « MINIMUM ». 

Théorème : Les pôles de l’admittance de transfert (et de l’impédance de transfert) d’un filtre 
symétrique minimum sont situés dans sa bande passante. 

Soit F' un filtre minimum, défini par la matrice y [ x , y [ 2 , y' 21 . D’après la formule (1.4), le rapport 
de transfert des tensions a pour valeur 

N' r 1 ''" = (1 + g„)l- y lt . 

Un pôle de y 12 est aussi pôle de //,, et de y 22 , les résidus satisfaisant à la relation de couplage 
serré /)„ /i 22 — h 2 l2 = 0 . 

Pour le pôle considéré, N' prend la valeur : 

M' _ ,,r' no __ ^22 — i /h 22 

Si le filtre est symétrique , h„ = ft 2 , donc |N«| = n ° = 1. 

L’affaiblissement de tension est donc nul dans ces conditions. 

D’après la formule ( 1 .9), la partie réelle de l’admittance effective w' e égale à l/j N ;| 2 est égale 
à l’unité pour le pôle de y' l . / . 

Le filtre F , complémentaire de b', au sens du S (3.2), a une admittance effective w" pure¬ 
ment imaginaire à cette même fréquence, comme le montre la relation ( 2 . 2 ) : 

> ,{e «) + »îe«) = 1 /l-N; I* + 1 /| Ni '| 2 - 1 4 - 1 / ; N o | 2 - 1 . 

Le P ô . le de y est donc point d’affaiblissement de tension nul pour le filtre F' et infini pour le 
filtre complementaire F" : il est donc dans la bande passante du filtre F'. 

Une démonstration analogue s’applique-air cas des pèles de l’impédance de tra nsferK-LT’ 
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